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Probl�emesinverses

� Exemple 1 : tomographie

probl�emedirect probl�emeinverse

Distribution de source connue
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� Tomographie�a rayonsX (imageriem�edicale)
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; Reconstruction2D �a partir de projections(probl�emedirect lin�eaire) :

f(x,y)
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� Tomographiede di�raction (probl�emedirect non lin�eaire)

DM

DO
S

DM

DO

S

DM DM

DO

S

Imageriemicro-onde CND par courants de Foucault G�eotomographiepuits �a puits

Une onde plane �emise�a partir d'une sourceS se propagedans le domainede l'objet
DO. Le champdi�ract �e est mesur�e par descapteursplac�esdansle domaineD M
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� Exemple 2 : d�econvolution

�ltrage
passe-bas!

bruit
#
� � !

 � d�econvolution?
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� Exemples1D

{ entemps: �egalisationdecanal,annulationd'echo,correctiondedistorsion,...

h(t)x(t) z(t)

b(t)

{ en fr�equence: spectrom�etrie
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� Convolution2D et restaurationd'image

mod�ele : z(r; s) =
ZZ

x(u; v) h(r � u; s � v) du dv ( + b(r; s))

h(r; s) : noyau 2D ou fonction d'�etalementde point

Exemplesde noyaux 2D

ponctuel 
ou (gaussien) boug�e di�raction
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� Plusieurs points communs �a ces exemples

� Châ�ne de comp�etence

Physique � ! Instrumentation � ! Inversion
(mod�elisation du probl�eme) (mesures ; quantit�e d'int �er̂et)

� Mod�eledirect
z = H (x ) + incertitudes; z 2 RN ; x 2 RM

voire
z = H x + incertitudes; H matrice N � M

� Cesprobl�emessont mal pos�es
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Probl�emesinversesmal pos�es

Estimerx �a partir de donn�eesz = H (x ) + incertitudes

kH (x ) � H (x 0)k ®petit ¯ n'implique pasforc�ementkx � x 0k ®petit ¯
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Conditionsde Hadamard [Hadamard 1902]

Soit H : X ! Z , X et Z espacesde Hilbert

La r�esolutionde l'�equationz = H x est dite bien pos�e si la solution bx(z) v�eri�e :

1 existence
2 unicit �e
3 stabilit �e : kz � z0k ! 0 ) kbx(z) � bx(z0)k ! 0

NB : pour H op�erateurlin�eaire, 1 , z 2 Im H ; 2 , Ker H = f 0g

Sinon,le probl�emeest dit mal pos�e.
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�Equationint�egralede Fredholmde premi�ereesp�ece

z(s) = H x(s) =
Z b

a
h(s; t) x(t) dt; c 6 s 6 d

avech fonction continuede d�eriv�eepartielle
@h
@s

continue.

Connaissantez ' z, trouver une solutioncontinueex ' x

... est un probl�ememal pos�e
(voir [Tikhonov et Ars�enine1976, Nashed1981] et p. 19)
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Passageen dimension�nie

� Une �etape indispensable pour le calcul pratique d'une solution

� Choixd'une basede d�ecomposition pour x

{ Famille obtenuepar d�ecalaged'un noyau 
 (t)

x(t) =
NX

n =1

xn 
 (t � � n ) + x� (t); a 6 � n 6 b

{ Exemple: indicatricede pixel, sinuscardinal, ondelette...

� Discr�etisationde l'op�erateurd'observationH

{ Calculanalytiquedescoe�cients

{ M�ethode desmoments[Harrington 1987]

� Le probl�eme est-il bien pos�e en dimension �nie ?
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Inversiong�en�eralis�eeen dimension�nie (cas lin�eaire)

z = H x + b; x 2 RM ; z 2 RN

1 Existence : si z 62Im H ! projection de z sur Im H

, Solution desmoindrescarr�es: bx MC minimisekz � H x k2

) (H t H )bx MC = H t z

2 Unicit �e : si Ker H 6= f 0g ! contraintede norme minimale

, Inverseg�en�eralis�ee: bx IG = projection de bx MC sur (Ker H )?

3 Stabilit �e : assur�eeen dimension�nie

Le probl�emed'inversionest doncbien pos�e au sensde Hadamard, et pourtant...
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D�ecomposition en valeurssinguli�eres

� �Equation normale : H t z = (H t H )x

� D�ecomposition en valeurs singuli�eres de H

� (u n )N
n =1 ; (vm )M

m =1 basesorthonorm�eesde RN ; RM ,

� (� i )
max( M ; N )
i =1 , suite d�ecroissantepositive, � i = 0 si i > min(M ; N ) tels que

H vm = � m u m H t u n = � n vn

) H t H vm = � 2
m vm HH t u n = � 2

n u n

et H = U � V t avec U = (u n ); V = (vn ); � mn =
�

� n si m = n 6 min(M ; N )
0 sinon

� Inverse g�en�eralis�ee

bx IG =
M

�
m =1

� m vm avec � m =
�

u t
m z=� m si � m > 0

0 si � m = 0
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Inverseg�en�eralis�eeet conditionnement

� Propagation d'erreur

Soit I = rang(H ) = max
� i > 0

i: Si z ! z + � z alors bx IG ! bx IG + � bx IG et




 � bx IG




 2

kbx IGk2 6
P I

1(u t
i � z)2

P I
1(u t

i z)2

� 2
1

� 2
I

 

=
k� zk2

kzk2

� 2
1

� 2
N

si I = N

!

� La borne est atteinte pour certainscouples(z; � z) !

� C(H ) =
� 1

� min (M ;N )
: nombre de condition de H , C(H t H ) =

� 2
1

� 2
min( M ;N )

H est dite mal conditionn�ee si C(H ) est grand(par exempleC(H ) > 105).
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Retoursur le cascontinu

� Propri�et�es spectrales des op�erateurs compacts dans des espacesde Hilb ert

� Syst�emesingulier(� n ; un ; vn )n 2 N d'un op�erateurcompactH [Br�ezis1983] :

� n > 0 valeurssinguli�eres, un et vn fonctionssinguli�erestellesque
{ (un ) baseorthonormalede (Ker H )? ,

{ (vn ) baseorthonormalede (Ker (H � )) ? ,
{ H un = � n vn et H � vn = � n un

avecH � op�erateuradjoint de H , i.e., tel que hH x; zi Z = hx; H � zi X

� bxIG = �
n 2 N

� � 1
n hz; vn i Z un

� En g�en�eral, on a lim
n !1

� n = 0
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Conclusionprovisoire...

Probl�ememal pos�e ; le respect des donn�ees ne su�t pas!
Toute m�ethode s'appuyant seulementsur ce respect seradite na•�ve...

1 Inversiondirectede z = H (x )

bx ID = H � 1(z) (existence?)

2 Moindrescarr�es, inversiong�en�eralis�ee

bx MC = argmin
x

kz � H (x )k2 = bx ID si bx ID existe

3 Maximum de vraisemblance

Soit p(z j x ) = pB (z � x ) la densit�e de probabilit�e de z sachantx :

bx MV = argmax
x

p(z j x ) = bx MC dansle casd'un bruit gaussien

4 deconv de Matlab

...
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R�egularisation = ajout d'une information a priori

� Approche param�etr �ee

modèle
paramétrique

problème
direct

monde réel

PSfragreplacements
x

z

H (x )

e = z � H (x )

�

b� = argmin
�




 z � H

�
x (� )

� 


 2

Probl�emede moindrescarr�esnon lin�eaires
; minimisation(locale) par l'algorithme de Levenberg-Marquadt

� Prise en compte de contraintes
Exemple: positivit�e descomposantesde x
; minimisationsouscontrainted'in�egalit�es
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� Approche multi-objectif

Assurerkz � H (x )k2 petit, maisaussi�( x ) petit

Exemple: �( x ) =
Z �

x0(t)
� 2

dt

(r�egularit�e du signaldansle casfonctionnel[Tikhonov et Ars�enine1976])

� R�egularisation par minimisation tronqu �ee

� E.g. : K it�erationsd'un algorithme de plus profondedescente

pour minimiserkz � H (x )k2, initialis�e par x = 0

� Comparable �a uned�emarchemulti-objectif danscertainscas,

avec�( x ) = kx k2 [Lagendijket coll. 1988]
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Approchemulti-objectif ; Approchep�enalis�ee

� La r�egularisation comme un compromis...

J � (x ) = kz � H x k2 + � �( x )

� : param�etre de r�egularisation

bx � (z) = argmin
x

J � (x )

7

8
9 9

:

; ;

<

=
>

?

@
BA

C

D

=E

F
>

?

� ! 0 � ! 1

bx 0 = argmin
x

kz � H x k2

solutionnon r�egularis�ee

bx 1 = argmin
x

�( x )

solution a priori
(ne d�ependpasde z)
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� ® Courbe en L ¯ [Hansen1992]
(i.e., fronti�erede Pareto en �echellelog-log)

A
d�e

qu
at

io
n

au
x

do
nn

�e
es

J
0
(b x

�
)

=
kz

�
H

b x
�
k2

R�egularisation �( bx � )

� 1

� 2

� 1 > � 2

Propri�et�e : J 0(bx � ) et � �( bx � ) sont desfonctionscroissantesde �

�a d�emontreren combinant
�

J � 1 ( bx � 1 ) 6 J � 1 ( bx � 2 );
J � 2 ( bx � 2 ) 6 J � 2 ( bx � 1 )
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Estimationbay�esienne

� R�egle de Bayes

p(x j z) =
p(z j x )p(x )

p(z)
/ p(z j x )p(x )

p(z j x ) : vraisemblance, p(x ) : loi a priori sur x , p(x j z) : loi a posteriori

� D�ecision p(x j z) ?; bx

� Maximum a posteriori : bx MAP = argmax
x

p(x j z)

� Esp�erancea posteriori : bx EAP = E[X j Z = z] =
Z

x p(x j z) dx

� MAP Marginal : bxMAPM
m = argmax

x m

p(xm j z); 1 6 m 6 M

� Estim�eelin�eaired'erreur
moyennequadratiqueminimale: bx ELMQ = R xz R � 1

z (Z � m z ) + m x

avecm x = E[X ], m z = E[Z ], R xz = E[X Z t ] � m x m t
z , R z = E[Z Z t ] � m z m t

z
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� Th�eorie des coûts bay�esiens

Etant donn�e la fonction de côut C(estim�ee; vraievaleur), bx (�) minimise au sens
fonctionnelle côut moyen

E[C( bx (Z ); X � ] =
ZZ

C(bx (z); x � )p(z j x � )p(x � ) dz dx �

Par exemple:

bx C(x ; x � )

bx MAP = argmax
x

p(x j z) � � (x � x � )

bx EAP = E[X j Z = z] kx � x � k2 (risquequadratique)

bxMAPM
m = argmax

x m

p(xm j z); 1 6 m 6 M � � m � (xm � x�
m )

bx ELMQ = R xz R � 1
z (Z � m z ) + m x kx � x � k2 souscontraintede lin�earit�e



� I. G�en�eralit �es � 27/ 97

Lien entre r�egularisation par p�enalisationet maximuma posteriori

bx MAP = argmax
x

p(x j z) = argmax
x

p(z j x )p(x ) = argmin
x

(� ln p(z j x ) � ln p(x ))

C'est donc un casparticulier d'estimateurde maximumde vraisemblancep�enalis�ee

Cadre ® �energ�etique ¯ ! Cadre probabiliste

�energie�( x ) ! densit�e de proba p(x ) =
e� �( x )=T

R
x e� �( x )=T dx

J (x ) = 
( z � Ax ) + � �( x ) ! r�eglede Bayes p(x ; z) = p(z j x )p(x )

solution p�enalis�eeargmin
x

J (x ) � bx MAP = argmax
x

p(x j z)

?  marginalisation,conditionnement
(e.g., varianced'erreurd'estimation)
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� Cadre lin�eaire gaussien

z = H x + b; b � N (m b; R b); x � N (m x ; R x ); (x ; b) ind�ependant

� Anti-log-vraisemblancea posteriori

L (x j z) # 1
2

kz � H x � m bk2
R � 1

b
+ 1

2
kx � m x k2

R � 1
x

� Forme information
bx MAP = (H t R � 1

b H + R � 1
x )� 1(H t R � 1

b (z � m b) + R � 1
x m x )

� Forme covariance m lemme d'inversion
de matrice

bx MAP = m x + R x H t (R b + HR x H t )� 1(z � H m x � m b)

� Quatre en un... bx MAP = bx EAP = bx MMAP = bx ELMQ

� Matrice de covariancea posteriori

E
�
(X � bx EAP)(X � bx EAP)t j Z = z

�
= (H t R � 1

b H + R � 1
x )� 1

= R x � R x H t (HR x H t + R b)� 1HR x
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Introduction

Caract�erisationde d�efautsponctuels,de fronti�eresnettes, ...,
�a partir de donn�ees�a r�esolutionlimit�ee

spectrom�etrie, astronomie,sismologie,�evaluationnon destructive,...

train d'impulsions ? ondelette + bruit = trace
x ? h + b = z

�ltre
passe-bas!

bruit
#
� � !

 � d�econvolution?
(�ltrage inverse)
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� Exemple [Champagnatet coll. 2001]

s�equencede Mendel signalconvolu�e signalconvolu�e bruit�e (10 dB)

0 50 100 150 200 250 300
�0.25

�0.2

�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

50 100 150 200 250 300

�0.1

0

0.1

0 50 100 150 200 250 300
�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

ondelette x̂ = h � 1 ? z = x + h � 1 ? b

0 5 10 15 20
�0.4

�0.3

�0.2

�0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0 50 100 150 200 250 300
�0.8

�0.6

�0.4

�0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8



� I I. D�econvolution de train d'impulsions � 32/ 97

Approches\na•�ves"

1 M�ethode des moindres carr�es

trouver x̂ qui minimise J (x ) = kz � H x k2

! (H t H ) x̂ = H t z (H : matrice de convolution)

2 Approche probabiliste

Maximum de vraisemblancesi b est suppos�e blancgaussien:

x̂ = argmax
x

p(z j x ); p(z j x ) / exp
�

�
1

2� 2
b

kz � H x k2
�

3 Division spectrale (par transform�ees de Fourier)

bX (� ) =
Z (� )
H (� )

�
= X (� ) +

B (� )
H (� )

�

1 = 2 ' 3
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R�egularisation quadratique

1 Moindres carr�es p�enalis�es (solution de Tikhonov)

trouver x̂ qui minimiseJ (x ) = kz � H x k2 + � kx k2 ;
�
H t H + � I

�
x̂ = H t z

2 Approche probabiliste bay�esienne
Maximum a posteriori si b et x sont suppos�esblancsgaussiens

x̂ maximisep(x j z) =
p(z j x ) p(x )

p(z)
,

( ) x̂ minimise
�
� ln p(z j x )

�
+

�
� ln p(x )

�

3 Filtrage de Wiener : bX (� ) =
H � (� )�

�H (� )
�
�2 + �

Z (� )
�

� =
� 2

b

� 2
x

�

1 = 2 ' 3
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� Solution lin�eaire simple, mais pas de compromis satisfaisant

0 50 100 150 200 250 300
�0.25

�0.2

�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 50 100 150 200 250 300
�0.25

�0.2

�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

� = 10� 3 � = 10� 2

0 50 100 150 200 250 300
�0.25

�0.2

�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 50 100 150 200 250 300
�0.25

�0.2

�0.15

�0.1

�0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

� = 10� 1 � = 1



� I I. D�econvolution de train d'impulsions � 35/ 97

� �Egalisation spectrale dans la bande utile

G(� ) =
H � (� )

jH (� )j2 + �

jH (� )j
-�- jG(� )j
--- jH (� )G(� )j

NB. H ( � ) ne correspond pas

�a l'exemple de la p. 31
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� Vers des solutions non lin�eaires dans le cadre bay�esien

L'histogrammed'un train d'impulsionest typiquementnon gaussien!

convientmieuxque

+
densit�e de probabilit�e pHT (x) �a queueplus �epaisse

et plus concentr�eeen 0 (HT pour\heavy tail")
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P�enalisationconvexenon quadratique

� Cadre bay�esien
maximiserp(x j z) / p(z j x ) p(x )

o�u p(x ) =
N

�
n =1

pHT (xn ) est la distribution a priori de x

m
� Moindres carr�es p�enalis�es

minimiserJ (x ) = kz � h ? x k2 + �
N

�
n =1

� (xn )

o�u � = � ln pHT

� � (x) crô�t plus lentementquex2

� � convexe =) pasde minima locaux

m

pHT

�
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� Exemples de lois sur R

loi gaussienne loi ®hyperbolique¯ loi de Laplace
f (x) = 1p

2� �
e� x 2 =2� 2

f (x) / e�
p

� 2 + x 2 =T f (x) = 1
2T e�j x j=T

m m m

� (x) = x2 � hyp(x) =
p

� 2 + x2 � � � L1(x) = jxj
� > 0
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� Calcul de x̂ (minimisation de J )

� � di� �erentiable
Optimisation locale(e.g., gradientconjugu�e)
[Bertsekas1995, Nocedalet Wright 1999]

� � L1(x) = jxj : Probl�eme\L2L1"
Algorithmesplus sp�eci�ques (homotopie,IT, ...)
voir [IEEE SelectedTopics in Signal Processing,

Issue: ConvexOptimization Methods, d�ec. 2007]
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Application : contrôle ultrasonore de soudures

en collaboration avecEDF-DRD (Chatou)
transducteur dir ection d'insp ection

soudure

entaille

di�raction
coin

exempletir�e de [Labat et coll. 2005]
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Alternative : mod�elisationde train d'impulsions

r 1

t1

r 2

t2

r 3

t3

r 4

t4

r 5

t5

r 6

t6

Processuscompos�e (tm ; r m ) : tm est un processusponctuel qui com-
mande l'apparition des �ev�enements, dont l'amplitude est distribu�ee sui-
vant la loi du processusr m .

. &
variante ®continue¯ variante ®discr�ete ¯
processusde Poisson processusde Bernoulli

+ amplitudesgaussiennes
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Mod�eleBernoulli-Gaussien

� Loi a priori x = (q; r )

� q vecteurbinaire ind�ependant
P(qm = 1) = �
P(qm = 0) = 1 � �

! P(q) = � M 1 (1 � � )M 0 ; M 0 + M 1 = M

� : ®densit�e d'�ev�enements̄

� r vecteurgaussienind�ependant

r m � N (0; � 2qm )

. &
qm = 0 ) r m = 0 qm = 1 ) r m � N (0; � 2)
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� Calcul du MAP

� Probl�emede d�etection-estimationde type\L2L0" :

K(q) = min
r

kz � h ? r k2 + � kr k2
2 + � �

m
qm avec qm = 1f r m 6=0 g

� Optimisationcombinatoire

q 2 f 0; 1gM , soit 2M possibilit�es Þ examenexhaustifimpossible

; Algorithmes®sous-optimaux̄ it�eratifs : qj ! qj +1 : : : ! qJ = bq

M�ethode de parcours: SingleMost Likely Replacement(SMLR) [Mendel1983]

qj � ! qj +1 =
�

meilleure
s�equence
voisine

�
� ! K(qj +1 ) < K(qj ) ? non� ! bq = qj

incr�ementer j
oui
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� R�esultats
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L2L1 ou L2L0?

� Formulation L2L1, L2Lhyp, etc

� Mod�eleplus grossier
� Probl�emeconvexe; solutionexacte
� Solution continueen fonction desdonn�ees[Boumanet Sauer1993]
� Adapt�ee�a l'aide au diagnostic

� Formulation L2L0

� Mod�elisationplus ®exacte¯ maissolution approch�ee
� Solution discontinueen fonction desdonn�ees
� Adapt�ee�a la d�ecisionautomatique

(e.g., applicationen IRMf, cf. Ph. Ciuciu)
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Plan

I. G�en�eralit �es

II. D�econvolution de train d'impulsions

III. Restauration d'image et optimisation
Mo d�ele pour les images? Mo d�eles markoviens, analyse/synth �ese
Crit �eres semi-quadratiques, approximations majorantes
Formes tronqu �ees, stat �egies de pas

IV. Probl�emes aveugles, m�ethodes autodidactes

Bibliographie
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Introduction

Estimerx �a partir de z = H x + n , H �etant connue

H est une matrice de convolution,donc Toeplitz par blocs �a blocs Toeplitz

� Exemple (bateau de pêche)

x z

N = 512� 512
PSF gaussienne

(� = 2:24 pixels)
RSB40dB
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� Ingr�edients n�ecessaires:
� Probl�ememal pos�e ; r�egularisationpar p�enalisation ; mod�eled'images?
� Algorithme d'optimisation adapt�e aux probl�emesde grandetaille
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Mod�elesa priori pour lesimages
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Mod�elesmarkoviens

ligne 80 colonne 117

; ;

di� �erences�nies

; ;

histogrammes
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; Energied'un champ de Markov aux plus proches voisins :

�( x ) = �
m;n

� (xm;n � xm;n +1 ) + �
m;n

� (xm;n � xm +1 ;n )

Pr�eservationdesdiscontinuit�es: � associ�ee�a une loi �a queuelourde,e.g.,

f (x) / e�
p

� 2 + x 2 =T � (t) =
p

� 2 + t2

!

Charbonnieret coll. [1997]

� Variante ® variation totale ¯

�( x ) = �
m;n

q
(xm;n � xm;n +1 )2 + (xm;n � xm +1 ;n )2

Nondi� �erentiabilit�e ; parcimonie,mais®marchesd'escalier̄ [Nikolova2004]
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� Les champs de Markov sont-ils des bons mod�eles?

La loi desdi� �erenceentre pixelsvoisinsn'est pascexpf� � (x)g

Aucun contrôle despropri�et�esau secondordre

6= mod�elegaussien,e.g., DSP(� ) = C
� p

0 + � p [Kattnig et Primot 1997]

;

Commentimposersimultan�ement
| une structure de covariancespatiale,
| la loi marginaledespixels(ou desdi� �erencesinterpixels)?

G OK malgr�e tout pour d�e�nir un ®bon ¯ estimateurbx (� ) �a � �x �e

� Et l'estimation de � ?
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Une exp�erienceembarrassante

� Soit z = h ? x � + b dansdeuxcasdi� �erents:

Cas®r�eel¯ Cas®synth�etique¯

r�ealisationd'un champ
de Markov-Huber

fonction de Huber � t

� t t

� Soit bx MAP = argmin
x

�
1

2� 2 kz � h ? x k2 + � �
r � s

� t (xr � xs)
�
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� Cas ® r�eel ¯




 bx MAP � x �






1
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Seuil  t

a
 =

 2
m 

t
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Seuil  t

a
 =

 2
m 

t Pseudo-vraisemblance

(fonction de x � )

bx MAP (�; t)MR1

MR1 :
meilleur r�eglageL1

bx MAP (�; t)PMV
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bx MAP (�; 0)MR1

� Cas ® synth�etique ¯

Pseudo-vraisemblance

1 5 9 13 17 21 25
0.06
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0.08
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0.1
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0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

0.19

0.2

Seuil  t

a
 =

 2
m 

t

(vraies valeursde (�; t ), PMV,
MR1 et MR2 seconfondent

� Les choses se passent parfois mieux, e.g., Trillon et coll. [2008]
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Approche®analysē / Approche®synth�ese¯ [Elad et coll. 2007]

� Approche par ® analyse ¯ (champ de Markov)

bx = argmin
x

�
kz � H x k2 + �

L

�̀
=1

� (� ` )
�

avec � = V x 2 RL et L > N

� Approche par ® synth�ese¯ (bases redondantes)

Framed'ondelettes,repr�esentationtemps-fr�equence,
d�ecomposition sur un dictionnaire:

bx = W b� avec� 2 RL ou CL= 2, L � N ,

b� = argmin
�

�
kz � HW � k2 + �

L

�̀
=1

� (� ` )
�

et � est pr�ef�erentiellementnon di� �erentiablepour cr�eerde la parsimonie
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Optimisationde crit�eresp�enalis�es:
Approximationsmajorantespour la restaurationd'image
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Contextemarkovien

bx = argmin
x

J (x ) = kz � H x k2 + � �
c2C

� (v t
cx )

e.g., v t
cx = xr � xs, c = f r; sg : pairesde pixelsvoisinshorizontauxou verticaux

� Pr�eservationdesdiscontinuit�es; � non quadratique

� (t) =
p

� 2 + t2 � (t) = ln( � 2 + t2)

Charbonnieret coll. [1997] Hebert et Leahy[1989]

� Pas de marchesd'escalier; � di� �erentiable
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Algorithmessemi-quadratiques

� Origine : mod�eles composites et variables binaires de contours
[Blake et Zisserman1987, Jenget Woods 1991]

e.g., 	( x ; ` ) = �
r � s

(1 � ` r s)(xr � xs)2 + � �
r � s

` r s

r 
 
 

r s

s 
 
 


� K(x ; ` ) = kz � H x k2 + � 	( x ; ` ) est semi-quadratique(SQ)

� min
x ;`

K(x ; ` ) = min
x

�
kz � H x k2 + � �( x )

�

avec�( x ) = �
r � s

� (xr � xs), � (x) = min
�

� ; x2
	

quadratiquetronqu�ee

�

Algorithme SQ = Minimisation altern�eed'un crit�erecomposite K

Extension�a d'autres fonctions� ? Gemanet Reynolds[1992], Gemanet Yang [1995]
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Deux variantesSQ

� ARTUR/GR [Gemanet Reynolds1992]

� C1, paire, � (p :) concavesur R+

+
9 tel que � (u) = inf

` 2 R

�
`u2 +  (`)

�

� LEGEND/GY [Gemanet Yang 1995]
1
2 u2 � � convexe

+
9� tel que � (u) = inf

` 2 R

�
1
2 (u � `)2 + � (`)

�

� Remarques
`(�)2 +  (`) et (� � `)2 + � (`) sont quadratiques,majoranteset tangentes�a �
De même,	( �; ` ) est quadratique,majorante et tangente�a �
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Approximationsquadratiquesmajorantes(AMQ)

Ortegaet Rheinboldt [1970], Vosset Eckhardt [1980]

Soit bJ B (x 0; x ) = J (x ) + (x 0 � x )t rJ (x ) + (x 0 � x )t B (x ) (x 0 � x )=2

Supposonsqu'il existeB (�) > 0 tel que bJ B (x 0; x ) > J (x 0); 8x ; x 0 2 RN

Alors :
� bJ B (x ; x ) = J (x ),

� min
x 0

bJ B (x 0; x ) 6 J (x ),

� argmin
x 0

bJ B (x 0; x ) = x � B � 1(x )rJ (x )

;

algorithme AMQ :
x k+1 = x k � B � 1(x k )rJ (x k )

x k x k+1

J

bJ B (�; x k )

� B GY = 2H t H + � V t V ; V = [v1j:::jvC ]t

� B GR(x ) = 2H t H + � V t L (x )V ; L (x ) = Diag
�

� 0(v t
cx )=v t

cx
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� Bref historique

� Approchemarkovienneen restaurationd'image
[Gemanet Reynolds1992, Gemanet Yang 1995, Charbonnieret coll. 1997]

AlgorithmesSQ : ARTUR / GR,LEGEND/ GY

� R�egressionrobuste[Beatonet Tukey 1974, Byrd et Payne 1979, Huber 1981]

min
x

N

�
n =1

� (yn � h t
n x ) ; moindrescarr�esrepond�er�es : IRLS,RSD

� Casnon di� �erentiables

| Probl�emede Fermat-Weber : min
x

N

�
n =1

kyn � x k2 [Weiszfeld1937]

| Dictionnaireset parcimonie: min
x

�
kz � HW x k2 + � kx kp

p

�
; p 6 1

FOCUSS[Gorodnitsky et Rao1997, Raoet coll. 2003] ; voir aussiFuchs[2007]

IRLS = ARTUR / GR = FOCUSS = Weiszfeld
RSD = LEGEND /GY
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� Applicabilit �e en restauration d'image

B (x ) = B GY = 2H t H + � V t V ou B (x ) = B GR(x ) = 2H t H + � V t L (x )V

x k+1 = x k � B � 1(x k )rJ (x k )

Saufcasparticulier, le côut par it�eration explosequandN crô�t !

� Variante 1 [Charbonnieret coll. 1997, Nikolovaet Ng 2005]

Calculapproch�e de B � 1(x k )rJ (x k ) par GC(pr�econditionn�e) : SQ+GC

� Variante 2 [Fessleret Booth 1999]

Algorithme GCnon lin�eaire(pr�econditionn�e) + SQ scalaire: GCNL+SQ1D

... maisSQ+GC et GCNL+SQ1Dne sont pasdesalgorithmesAMQ
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Variante 1 : SQ+GC

� Princip e
x k+1 = x k + dk

dk = u I k (x k )

o�u u I (x ) est la solutionapr�esI it�erationsde GC(P) appliqu�ees�a
B (x ) u = �rJ (x )

� Questions ouvertes

� Commentchoisir I k ? Tel que
kr�esiduI k k
kr�esidu0k

6 " , e.g., " = 10� 6 ?

� Convergence?

8I k > 1; lim
k!1

rJ (x k ) = 0 [Labat et Idier 2007]
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� Probl�eme simul�e (bateau de pêche)

GR+GC GR+GCP(transform�eeen cosinus)
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Variante 2 : GCNL+SQ1D

� Princip e
dk = � M � 1rJ (x k ) + � k dk � 1

x k+1 = x k + � k dk

M > 0 : matrice de pr�econditionnement

� Stat �egies de pas

1. Pas constant � k = � : pasde garantie de convergence
2. Recherchede pasclassique: dichotomie,interpolation, ... + conditionsde Wolfe
3. Minimisationde f (� ) = J (x k + � dk ) (I k sous-it�erations)[Fessleret Booth 1999]

� Commentchoisir I k ? I k = 5?

� Convergence?

8I k > 1; lim inf
k !1

rJ (x k ) = 0 (Polak-Ribi�ere, ...) [Labat et Idier 2008]
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� Probl�eme simul�e (bateau de pêche)
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� Bilan comparatif

pr�econditionnement

non oui

GR+GC 194,3s 87,9 s

CG+GR1D 110,7s 46,9 s

CG+Wolfe 175,5s 53,3 s

SQ exact > 2000s
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Conclusions

� Adaptation des algorithmes SQ aux probl�emes de grande taille

| Algorithmesde Newton inexact tronqu�e
| Algorithmesde gradientconjugu�e sansrecherchede pas

Pas d'algorithme embô�t�e : simplicit�e + faible côut par it�eration + convergence

� Typologie d'algorithmes de minimisation par approximation majorante

AM
EM

AMQ
SQ

RSD
IRLS

SQ+GCGCNL+SQ1D

GCNL+AM1D

AMS

IT

TwIST, SpaRSA,...

AM : approximation majorante
[Langeet coll. 2000, Vaida 2005]

= minimize-maximize
= iterative majorization
= optimization transfer

EM : expectation maximization
AMQ : AM quadratique
AMS : AM s�eparable
IT : iterative thresholding
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� GCNL+AM1D : Crit �eres �a barri �ere logarithmique

� Tomographiepar �emissionde positons

� P�enalisationpar maximumd'entropie

� Algorithmesde points int�erieurs(contraintesin�egalit�es,non di� �erentiabilit�e)

x k x k+1

J

bJ (�; x k )

; GCNL+ recherchede paspar AM non quadratiquede type
h(� ; � 0) = p0 + p1� + p2� 2 � p3 log( �� � � )

[Chouzenouxet coll. 2009a;b]
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Plan

I. G�en�eralit �es

II. D�econvolution de train d'impulsions

III. Restauration d'image et optimisation

IV. Probl�emes aveugles, m�ethodes autodidactes
Obstacle informationnel, obstacle technique
M�ethodes de Monte-Ca rlo par châ�ne de Markov (MCMC)
Application : d�econvolution aveugle et autodidacte de train d'impulsions
Echantillonnage inspir�e par l'optimisation

Bibliographie
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G�en�eralit�es
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Introduction

� Probl�emes aveugles

i.e., l'op�erateurH du probl�emedirect contient desinconnues
e.g., la d�econvolutionaveugle: h est inconnu

� Probl�emes autodidactes

On souhaiteun r�eglageautomatiquedeshyperparam�etres
e.g., du param�etre de r�egularisation �

� Deux obstacles

� Obstacle®informationnel¯ : Y a-t-il un espoir de solutionexploitable?
� Obstacle®technique¯ : Commentcalculercette solution?

simulation bay�esienne (m�ethodes MCMC)
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Obstacleinformationnel: exempleen d�econvolutionaveugle

Il existeune in�nit �e de solutions�equivalentes!

� Retards, changementd'�echelle
� D�ephasages
� Contenufr�equentiel

x h z

h1 ? x h2 z

h ? x � z
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Obstacletechnique: quel estimateurcalculer?

� Diverses approches non bay�esiennes
i.e., exploitentseulementla statistiquede p(z j x ; h ; � )

� Ad�equationaux donn�ees: trouver � tel que kz � H bx � k2 = N � 2

(tendancesous-r�egularisante)

� courbe en L

� validationcrois�ee

� minimum descriptionlength (MDL), Akaike information criterion (AIC), ...

� estimateurde Stein
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� MAP joint

Maximiserp(x ; h ; � j z) par rapport �a (x ; h ; � )

� Extensionsimplede la minimisationde crit�erep�enalis�e, e.g.,

argmin
x ;h

kz � h ? x k2 + � x � x (x ) + � h � h (h)

� Biais asymptotique,voire d�eg�enescence
[Little et Rubin 1983, Gassiatet coll. 1992]

� Parfois fonctionnel...
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Moindrescarr�esconjointsen diversit�e de phase[Gonsalveset Chidlaw 1979]

zk = hk ? x + bk ; k = 1; : : : ; K

avechk = h(� k ) et � k = � + � k , � k connus,� inconnu

� Moindrescarr�esconjoints

(bx ; b� ) = min
x ;�

�
k

kzk � hk ? x k2 + � kFx k

� Propri�et�e : Si K > 1, taille(x ) ! 1 , � ! 0 et deshypoth�eses®minimales̄ ,

alors b� est asymptotiquement sans biais !

(b� est un estimateur�a minimum de contraste[Idier et coll. 2005])

h = jTF (A exp(i � )j2, fonction non lin�eairede � !
A : fonction d'ouverturede la pupille
� : param�etresde la phaseaberrante
� k : param�etresde d�efocalisation
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� Estimateurs marginaux
H

Construirebh et b� �a partir de p(h; � j z) =
R

p(x ; h; � j z) dx
; EM, SEM, variational BayesEM

(rapport nb de donn�ees/nbd'inconnuesfavorable),

puis estimerx sachantz, bh et b�

H

Construirebx �a partir de p(x j z) =
RR

p(x ; h; � j z) dh d�
(i.e., int�egrerlesparam�etresde nuisancehors du probl�eme)
; M�ethodesde Monte-Carlo par châ�ne de Markov (MCMC)
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M�ethodesMCMC
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M�ethodesde Monte-Carlo par châ�ne de Markov (MCMC) [Liu 2001]

Ellespermettent le calculd'estimateursmarginauxtels que l'esp�erancea posteriori

E[x j z] =
R

x p(x j z) dx =
R

x p(x ; h; � j z) dx dh d�

1) Choisirx 0, h0, � 0 arbitrairement;
2) pour k = 1; : : : ; K ,

{ tirer au hasard x (k ) selonp(x j h (k � 1) ; � (k � 1) ; z) / p(x ; h (k � 1) ; � (k � 1) j z)

{ tirer au hasard h (k ) selonp(h j x (k ) ; � (k � 1) ; z) / p(x (k ) ; h ; � (k � 1) j z)

{ tirer au hasard � (k ) selonp(� j x (k ) ; h (k ) ; z) / p(x (k ) ; h (k ) ; � j z)

3) Calculerbx = 1
K

K

�
k=1

x (k )

� La suite al�eatoire(x 0; h0; � 0); (x 1; h1; � 1); : : : est une châ�ne de Markov

� Aspect®Monte-Carlo ¯ : onapprocheE[f (x ; h ; � j z)] par 1
K

K

�
k=1

f (x (k ) ; h (k ) ; � (k ) )
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Propri�et�es

� Convergence en loi

Si f X (k ) gk2 N unechâ�nedeMarkov homog�ene®ergodique¯ (irr�eductibler�ecurrente
positivede p�eriode 1) dont le noyau de transition ' v�eri�e la condition d'�equilibre

' (x 0j x ) p(x ) = ' (x j x 0) p(x 0) (CE)

alors la densit�e de probabilit�e de X (1 ) est p.

� Loi des grands nombres

si Ep
�
f 2�

< 1 ; lim
K !1

1
K

K

�
k=1

f (x (k ) ) = Ep
�
f

�
p.s.

� Princip e de l'augmentation de donn�ees

f X (k ) ; � (k ) g � p(x ; � j z) =)

8
<

:

� (k ) � p(� j z) =
Z

p(x ; � j z) dx

X (k) � p(x j z) =
Z

p(x ; � j z) d� :
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Echantillonneursde Gibbset de Metropolis-Hastings

On souhaiteg�en�erer des �echantillonsde p(x ), x = (x1; : : : ; xN ) en enchâ�nant des
®mouvements̄ satisfaisantla condition d'�equilibre (CE)

� Echantillonneur de Gibbs [Gemanet Geman1984]
Pour n = 1; : : : ; N ; tirer xn au hasard suivantp(xn j x1; : : : ; xn � 1; xn +1 : : :)

� Echantillonneur de Metrop olis-Hastings [Hastings1970]
0 Con�guration courante: x
1 Proposerx 0 par �echantillonnaged'un noyau de proposition q(x 0j x )

2 P(x 0 remplacex ) = min
n

1; p(x 0)
p(x )

q(x j x 0)
q(x 0 j x )

o
;

retour en 0 pour l'it �eration suivante

Casparticuliers classiques:
| x 0 = x + perturbation (marcheal�eatoire)
| Echantillonneurde Gibbs
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Quantit�escalculablespar MCMC

� Estimateurs �a coût bay�esien s�eparable
Si C(x ; x � ) =

P
n cn (xn ; x�

n ), alors

min
bx

E[C( bx (z); x � )] = �
n

min
bx n

E[cn (bxn (z); x�
n )] � �

n
min
bx n

1
K

K

�
k=1

cn (bxn (z); x(k )
n )

�a minimisercomposantepar composanteanalytiquement(EAP)
ou num�eriquement(MAPM)

estimateur C(x ; x � ) s�eparabilit�e

MAP � � (x � x � ) non

EAP kx � x � k2 (risquequadratique) oui

MAP marginal � � m � (xm � x�
m ) oui

ELMQ kx � x � k2 souscontrainte de lin�earit�e oui
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� Covariance a posteriori (barres d'erreur, etc)

lim
K !1

1
K

K

�
k=1

(x (k ) � bx )(x (k ) � bx )t = Cov(x j z)

� Calcul d' �evidences (choix de mod�eles)

p(z j M ) =
Z

p(z; x ; h ; � ) dx dh d� [Chib 1995]

EstimationMAP : principe du recuit simul�e [Gemanet Geman1984]

Si la loi instantan�eede f X (k ) g est pT (k ) (x j z), avecT(k) & 0 et

pT (x j z) / (p(x j z))1=T ; alors : lim
T ! 0

pT (x j z) = � bX
map(x )

p4(x) p2(x) p(x) p1=2(x) p1=5(x)
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Application:
d�econvolutionaveugleet autodidactede train d'impulsions
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Application ®directe¯ d'une m�ethode MCMC [Chenget coll. 1996]

� Mod�elea priori

| x = (q; r ) mod�eleBernoulli-gaussien,param�etres: � , � 2

| h a priori gaussiencentr�e ®non informatif ¯ , param�etre : � 2
h

| � = (�; � 2; � 2
h ; � 2

b) : a priori conjugu�esnon informatifs

� Echantillonneurde Gibbs
(x1; : : : ; xM ; h; �; � 2; � 2

h ; � 2
b)

� Estimation

| bqMMAP (vote majoritaire composantepar composante)

| br m = 0 si bqm = 0, br m = � r (k )
m =� q(k )

m sinon

| hEAP

| � EAP
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� R�esultatstypiques(K = 1000)

bx
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Reproductibilit�e imparfaite...
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Trois typesde probl�emes

� Probl�eme 1 : ® Pi�egage ¯ [Labat 2006, Geet coll. 2008]

| Raret�e destransitionsde type (h; x ) ! (retard ? h; retard� 1 ? x )

| Raret�e destransitionsde type x 1 ! x 2

k0�2  k0�1 k0 k0+1 k0+2

0

0.2

0.4

0.6

� x 1

j x 1

Analogieavecle probl�emedessolutionslocalesen minimisation

; Labat [2006], Geet coll. [2008] : ajout de mouvementssp�eci�ques
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� Probl�eme 2 : D�e�nition des estimateurs

| p(x ; r ; h ; � j z) = p(q; � r ; � h ; � j z) =) E[h j z] = 0 !

| p(retard ? x ; retard� 1 ? h; � j z) � p(x ; h ; � j z)

Probl�emesvoisinsde l'®�echanged'�etiquettes¯ (label switching) dansle casdes
m�elangesde population [Stephens2000])
A r�esoudrepar tri des�echantillonssuivantun crit�erede similarit�e [Labat 2006]
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� Probl�eme 3 : Lenteur d' �evolution

Evolution de l'�echelle,i.e., exploration descon�gurations (sh; x =s) en fonction de s

; Veit et coll. [2008] : ajout de mouvementssp�eci�ques

Gibbs(Nb_it =50)
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Probl�eme3 : Lenteurd'�evolution
; Echantillonnageinspir�e par l'optimisation

Gibbs/ Gauss-Seidel(Nb_it =50)
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; Echantillonneurexploitant la structure localede l'�energie(gradient, Hessien)?
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� Echantillonneur de Langevin-Hastings [Neal 1993, Besag2001]

� Di�usion de Langevin

dx (t) = �rJ (x (t)) dt +
p

2dw(t)

avecp(x ) / exp(�J (x )) ; w (t) processusbrownienvectoriel
Propri�et�e : x convergeen loi versp

� Echantillonneurde Langevin-Hastings

= Echantillonneurde Metropolis-Hastingsavecloi de proposition
obtenuepar di�usion de Langevindiscr�etis�ee:

x 0 = x � � rJ (x ) + z
p

2� ; z � N (0; I )

= Descentede gradient �a pas�xe ®perturb�ee¯
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Langevin-Hastings gradient
(Nb_it =50) (pas �xe, Nb_it =50)
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� Versionpr�econditionn�ee?

= Versionde baseapr�esun changementde variable y = P t x
(typiquement,PP t � (r 2

x J )� 1);

x 0 = x � � P � 1P � t rJ (x ) + P � 1z
p

2� ; z � N (0; I )

Par exemple: P =
�

Cholesky(( r 2
x J )� 1) si r 2

x J > 0
diag (diag (( r 2

x J )� 1)1=2) sinon

Zone�a hessien
positif (en magenta)
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x2
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Langevin-Hastingspr�econditionn�e gradient pr�econditionn�e
(Nb_it =50) (pas �xe, Nb_it =50)
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� Perspective: �echantillonnagede vecteursgaussiens

Alternative classique :
H

Echantillonnageexactpar factorisation LU de la covariance
H

Echantillonneurde Gibbs

Perspective :

H

Echantillonneurde Langevin-Hastingspr�econditionn�e (par LU tronqu�e?)
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Lemmed'inversionde matrice

Soit A (N � N ) ; B (N � M ) ; C (M � M ) ; D (M � N ).

� Sousr�eserved'inversibilit�e,

(A + BCD )� 1 = A � 1 � A � 1B (C� 1 + DA � 1B )� 1DA � 1

� Corrolaires

D (A + BCD )� 1 = C� 1(C � 1 + DA � 1B )� 1DA � 1

CD (A + BCD )� 1 = (C� 1 + DA � 1B )� 1DA � 1

�
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Matricesde convolution2D

� Convolution 2D et ordre lexicographique

Soit Y = h ~ X pour la convolution2D : Y`;c = �
p

�
q

hp;q X ` � p;c � q

Remarque 1 : plusieurshypoth�esesde bord possibles
Remarque 2 : convention®matricielle¯ (origine en haut �a gauche)

� Ordre lexicographique

Soit lex(X ) =

2

6
6
6
4

ligne 1 en colonne
ligne 2 en colonne

...
ligne L en colonne

3

7
7
7
5

2 RLC � 1 si X 2 RL � C

Alors Y = h ~ X s'�ecrit aussiy = H x avecy = lex(Y ) et x = lex(X )

{ Taille de H : N � M avecM = LC et N de l'ordre de LC !
{ Structure?
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� Matrices Toeplitz-blo c-Toeplitz

H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

. . .
. . .

. . .
: : : H � 1 H 0 H 1 : : :

: : : H � 1 H 0 H 1 : : :
. . .

. . .
. . .

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

avecH p =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

. . .
. . .

. . .
: : : hp;� 1 hp;0 hp;1 : : :

: : : hp;� 1 hp;0 hp;1 : : :
. . .

. . .
. . .

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

{ H p : matrice de Toeplitz descoe�cients descontributions
de la ligne ` + p de l'image X �a la ligne ` de l'image h ~ X

{ H : matrice Toeplitz-blo c-Toeplitz (Toeplitz par bloc, �a blocs Toeplitz)

Casparticuliers :
{ convolutioncirculaire: H matrice circulante-blo c-circulante ,

diagonalisabledansla basede Fourier 2D
{ h sym�etriqueet convolutionmiroir + circulaire:

H diagonalisablepar transform�eeen cosinus2D
�
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Algorithmespr�econditionn�es

� Correspond �a l'algorithme de baseapr�esun changementde variable inversible
y = Pt x

� Exemple: gradientconjugu�e, forme de Polak-Ribi�erepr�econditionn�ee

pk = � (M k )� 1rJ (x k ) (pr�econditionnement) (1)

� k =

8
><

>:

0 si k = 0
�
rJ (x k ) � rJ (x k � 1)

� t
pk

(rJ (x k � 1)) t pk � 1
si k > 0

(2)

dk = pk + � k dk � 1 (3)

x k+1 = x k + � k dk (mise �a jour) (4)

(M k = P � 1
k P � t

k )
�


