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Problemes inverses

Jd Exemple 1 : tomographie

probleme direct probleme inverse

Distribution spatiale

Distribution de source connue

o

des sources ?

capteur i
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® Tomographie a rayons X (imagerie médicale)
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~> Reconstruction 2D a partir de projections (probleme direct linéaire) :
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® Tomographie de diffraction (probleme direct non linéaire)

Dy ¥S5

Dy

DM DM

Imagerie micro-onde CND par courants de Foucault  Géotomographie puits a puits

Une onde plane émise a partir d’'une source S se propage dans le domaine de l'objet
Dqo. Le champ diffracté est mesuré par des capteurs placés dans le domaine Dy
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Jd Exemple 2 : déconvolution

bruit
filtrage N Gg N
passe-bas

<— déconvolution?
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® Exemples 1D

—en temps : égalisation de canal, annulation d’echo, correction de distorsion, ...
b(t)

X(t) —> h(t) z(t)

— en fréquence : spectrométrie

15000
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® Convolution 2D et restauration d'image

modele : z(r, s) = //x(u, v)h(r —u, s —v)dudv (4 b(r, s))
h(r,s) : noyau 2D ou fonction d'étalement de point

Exemples de noyaux 2D

ponctuel flou (gaussien) bougé diffraction
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Jd Plusieurs points communs a ces exemples

® Chaine de compétence

Physiquer ——  Instrumentation — Inversion
(modélisation du probleme) (mesures ~~ quantité d'intérét)

® Modele direct
z = H(x) + incertitudes, z e R"Y, z e RM
voire
z = Hax + incertitudes, H matrice N x M

® Ces problemes sont mal posés
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Problémes inverses mal posés

Estimer o a partir de données z = H(x) + incertitudes

|H(x) — H(xo)|| « petit » n'implique pas forcément ||z — x| « petit »

1 0.1 1 1
0.8 0.8 08 0.8
0.6 0.06 0.6 0.6
0.4 0.04] 0.4 0.4
0.2 0.02 0.2 0.2
% 50 100 % 10203 % 50 100 % 50 100
(a) signal d’entrée x (b) RI h (c) y=conv(x,h) (d) deconv(y,h)
8
1 1x10 1
3
08 0 0.8
2
06 -1 0.6 1
0.4f 2 0.4 0
0.2f -3 0.2 -1
% 50 100 ~ 50 100 % 50 100 % 50 100
(e) sortie quantifiée z (g) une solution (h) une solution
. (f) deconv(z,h) ) .
(sur 10 bits) régularisée « exacte »

H'z2=H '(Hx+b)=x+H 'b
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Soit H: X — Z, X et Z espaces de Hilbert
La résolution de I'équation z = Hx est dite bien posé si la solution Z(z) vérifie

(D existence
Q@ unicité
@ stabilité : ||z —2'|| =0 = ||Z(z) —z(2)||— 0

NB : pour H opérateur linéaire, O < z€ImH ; @ < KerH = {0}

Sinon, le probleme est dit mal posé.
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Equation intégrale de Fredholm de premiere espece

b
2(s) = Hx(s) = / h(s, t)x(t)dt, ¢<s<d
. . Ok
avec h fonction continue de dérivée partielle — continue.
S

Connaissant z ~ z, trouver une solution continue £ ~ x«

... est un probleme mal posé
N

(voir [Tikhonov et Arsénine 1976, Nashed 1981] et p. 19)
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Passage en dimension finie

Jd Une étape indispensable pour le calcul pratique d'une solution
® Choix d'une base de décomposition pour x

— Famille obtenue par décalage d'un noyau ~(t)

anv n) + a2 (t),a <71, <D
— Exemple : |nd|catr|ce de pixel, sinus cardinal, ondelette...

® Discrétisation de |'opérateur d'observation H
— Calcul analytique des coefficients

— Méthode des moments [Harrington 1987]

J Le probleme est-il bien posé en dimension finie ?
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z=Hx+b, xcRM zcRV

(» Existence : si z ¢ Im H — projection de z sur Im H

C/U\MC

& Solution des moindres carrés : minimise ||z — Hz||?

= (H'H)zM = H'2

@ Unicité : si KerH # {0} — contrainte de norme minimale

& Inverse généralisée : z'C = projection de ZM¢ sur (Ker H)*

) Stabilité : assurée en dimension finie

Le probleme d’inversion est donc bien posé au sens de Hadamard, et pourtant...
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Décomposition en valeurs singulieres

d Equation normale : H'z = (H'H)x

J Décomposition en valeurs singulieres de H
N M .
® (u,),_,, (Vm), _, bases orthonormées de RV, RM,

o (\)2=(MN) g ite décroissante positive, A; = 0 si i > min(M, N) tels que

i=1
Hv,, = \,, U, Htu,, = \,v,
= H'Hv,, = \2 v,, HH', = \2u,

{ A si m=n < min(M, N)

_ t _ _ _
et H=UAV" avec U= (u,), V= (v,), Apn = 0 <inon

J Inverse généralisée

M ¢ :
BO= X o avee o ={ (5 5070



I. Généralités [ 18/97

Inverse généralisée et conditionnement

Jd Propagation d’erreur

Soit I =rang(H) = {\na)cc)z'. Si z— z+ 0z alors 2'¢ — 2'° 4 52'°
i>

Hé«%'GH zl< utoz)’ Nt (L llozl® A L
Bk zimsz)? A7

® |a borne est atteinte pour certains couples (z, §z) !

)\2
o CH) = Al . nombre de condition de H, C(H'H) = —; :

Amin(M,N) min(M,N)

H est dite mal conditionnée si C'(H) est grand (par exemple C(H) > 10°).
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Retour sur le cas continu

Jd Propriétés spectrales des opérateurs compacts dans des espaces de Hilbert
® Systeme singulier (A, Un, Un)nen d'un opérateur compact H [Brézis 1983] :
A, = 0 valeurs singuliéres, u,, et v,, fonctions singuliéres telles que

— (uy,) base orthonormale de (Ker H)-,
— (vy,) base orthonormale de (Ker (H*))+,

-Hu, =M\,v, e H'v,=M\,u,
avec H* opérateur adjoint de H, i.e, tel que (Hz,z2), = (z,H*2)

o 1'¢ = %]N)\;l (2,Un) 5, Un,
n

® En général, ona lim A, =0

n—00
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Conclusion provisoire...

Probleme mal posé ~+ le respect des données ne suffit pas!
Toute méthode s’appuyant seulement sur ce respect sera dite naive...

@ Inversion directe de z = H(x)
z° =H !(2) (existence?)

(@ Moindres carrés, inversion généralisée

— argmin||z — H(z)||> =2 si 2

4

C/U\MC ID

existe

(® Maximum de vraisemblance

Soit p(z|x) = pp(z — @) la densité de probabilité de z sachant «x :
"V = argmax p(z | x) = ZM" dans le cas d'un bruit gaussien
£

(® deconv de Matlab
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probleme

0 modele
— . - .
paramétrique direct

P

6 = argmin ||z — H(z(0)) H2
0

Probleme de moindres carrés non linéaires
~~ minimisation (locale) par I'algorithme de Levenberg-Marquadt

Jd Prise en compte de contraintes
Exemple : positivité des composantes de @
~~ minimisation sous contrainte d'inégalités
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Jd Approche multi-objectif
Assurer ||z — H(x)||® petit, mais aussi ®(x) petit

Exemple : ®(x) = /(33/(15))2

(régularité du signal dans le cas fonctionnel [Tikhonov et Arsénine 19

r-

J Régularisation par minimisation tronquée

® E.g. : K itérations d'un algorithme de plus profonde descente

2 ... .,
, initialisé par x = 0

pour minimiser ||z — H(x)]
® Comparable a une démarche multi-objectif dans certains cas,

avec ®(x) = ||z||° [Lagendijk
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Approche multi-objectif ~» Approche pénalisée

J La régularisation comme un compromis...

2
Tu(z) = ||z — He|" + n®(x)
[t : paramétre de régularisation

x,(z) = argmin J,(x)

p—0

jh— 00

T, = argmin ||z — He||”
€T

solution non régularisée

Too = arg min @ (x)

solution 4 priori
(ne dépend pas de z)
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Jd « Courbe en L » [Hansen 1992
(i.e., frontiere de Pareto en échelle log-log)

A

O

\qc)—i

¥

0 H1 = o

= n| M

0=

QO

=5~ 2

S5 .3 —e—

g & —
@) >

S '

Régularisation ®(x,,)

Propriété : Jo(x,) et —®(x,,) sont des fonctions croissantes de 1

Tpr (@) < Ty (B ),

a démontrer en combinant { - ~
lea (muz) < jﬂz (wul)
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Estimation bayésienne

Jd Regle de Bayes

p(z|z)p(x)
plx|z) = x p(z|x)p(x
(] 2) (2) (z|z)p(z)
p(z | x) : vraisemblance, p(x) : loi a priori sur x, p(x | z) : loi a posteriori

4 Décision p(z | 2) ~ &

® Maximum a posteriori : VAP — arg maxp(a: | 2)
® Espé ori : TEAP =E X |Z =
pérance a posteriori : T =E[X | Z = z] xp(x
e MAP Marginal : pMAPM - — arg maxp Tm|2), 1<
® Estimée linéaire d'erreur
moyenne quadratique minimale :  ZEtMQ® =R, . R_Y(Z — m.) + m,

avec my = E[X], m, = E[Z], Ry, = E[XZ'] —m,m', R, = E[ZZ'] — m.m!

z
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J Théorie des coiits bayésiens

Etant donné la fonction de coiit C(estimée, vraie valeur), (-) minimise au sens
fonctionnel le colit moyen

ElC(x(Z), X™] = // C(x(z), 2" )p(z|x™)p(x™)dzdx”

Par exemple :

x C(x, x*)
VAP = arg max p(x | 2) —(x — x*)
£
TP = E[X | Z = 2] |z — z*||° (risque quadratique)
TMAPM — argmax p(zp, |2), 1<m <M | =X, 0(xm — )
Lm
zEMA R .R;NZ —m,) + m, | — z*||° sous contrainte de linéarité
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Lien entre régularisation par pénalisation et maximum a posteriori

= argmaxp(x | z) = argmaxp(z | x)p(x) = argmin (—Inp(z |x) — Inp(x))

{B\MAP

C'est donc un cas particulier d’'estimateur de maximum de vraisemblance pénalisée

Cadre « énergétique » Ay Cadre probabiliste

o—@(x)/T

~ [e @/ dx
J(x) =z — Ax) + u®(x) <~ regle de Bayes p(x, z) = p(z |x)p(x)

énergie ®(x) «~> densité de proba p(x)

solution pénalisée argmin J(x) = VAP — argmax p(x | z)
£ £
[N marginalisation, conditionnement

(e.g., variance d’erreur d'estimation)
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J Cadre linéaire gaussien
z=Hx+b, b ~N(myp, Rp),  ~N(mg, Rg), (x, b) indépendant
® Anti—log—vraisemblance a posteriori
L(z|z)# - Hz —Hz —myp|p + 5 II«’I3 — Mg
® Forme information
ZMAP (HthlH 4 R;l)—l(Hthl(z —my) + R:Imy)

lemme d’inversion

® Forme covariance .
de matrice

YA = m, + R, H'(Ry + HR,H") "} (2 — Hm, — myp)

® Quatre en un... gMAP _ ZEAP _ ZMMAP _ ZELMQ

® Matrice de covariance a posteriori

E[(X —zFP)(X —z2F%)' | Z = 2] = (H'R,'H+R;!)™!
= R, - R,H'(HR,H' + Ry) 'HR,



Problemes inverses : optimisation et inférence 29/97

l. Généralités

Il. Deéconvolution de train d'impulsions

Pénalisation convexe non quadratique

Modele de train d’impulsions : modele Bernoulli-Gaussien
L24L1 ou L24L07?

Ill. Restauration d'image et optimisation

IV. Problemes aveugles, méthodes autodidactes

Bibliographie




<1 II. Déconvolution de train d’impulsions [~ 30/97

Introduction

Caractérisation de défauts ponctuels, de frontiéres nettes, ..
a partir de données a résolution limitée

spectrométrie, astronomie, sismologie, évaluation non destructive, ...

train d'impulsions * ondelette + bruit = trace
xr* h+b = =z

bruit

. ! |
‘ filtre . D

passe-bas

A\

déconvolution?
(filtrage inverse)
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Jd Exemple [Champagnat et coll. 2001]

séquence de Mendel signal convolué signal convolué bruité (10 dB)
0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ! o1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.1 : : ‘ : :
0.15-
011 ] 0.05¢
o | I | : 0
-0.05f ‘ \
-0.05}
-0.1f
-0.15} ol ] -0.1}
-0.2f
025 50 100 150 200 250 300 5 100 50 200 250 300 015 50 100 150 200 250 300
ondelette t=hlxz=x+h 'xb
: : 0.8 : : :
0.6
0.4
0.2t
|
-0.2f
-0.4
-06
-08

0 50 100 150 200 250 300
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Approches “naives”

(» Méthode des moindres carrés
trouver & qui minimise J(z) = ||z — Hz||”
— (H*H)& = H'2 (H : matrice de convolution)

@ Approche probabiliste
Maximum de vraisemblance si b est supposé blanc gaussien :

T = argmaxp(z|xz), p(z|x)ocexp {_% - le|2}
! 207

(® Division spectrale (par transformées de Fourier)

-5 (-0 20

O-0~0
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Régularisation quadratique

@ Moindres carrés pénalisés (solution de Tikhonov)

trouver & qui minimise J(x) = ||z — He|* + pllz||® ~ (HH+uI)z =H'2

@ Approche probabiliste bayésienne
Maximum a posteriori si b et & sont supposés blancs gaussiens
p(z| @) pla)
p(2)
< & minimise (—Inp(z|x)) + (- Inp(x))

£ maximise p(x | z) =

- H* 2
® Filtrage de Wiener : X (v) = ’H(V) ’(QV:_ P Z(v) (u = %)

O-0~0



<1 II. Déconvolution de train d’impulsions [~

34/97

Jd Solution linéaire simple, mais pas de compromis satisfaisant

0.2

0.15

0.1

0.05

o

-0.05

-0.15

-0.2

-0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

u=10""

O

50

100

150

200

250

300

0.2

0.15F

0.11

0.05f

-0.15¢

-0.21

®

-0.25

0.2

100 150 200

250

300

0.15F

0.1r

0.05F

o

-0.05¢




<1 II. Déconvolution de train d’impulsions [~

o Egalisation spectrale dans la bande utile

Gv) H*(v)

T H@) + 4

— [H(v)|
- |G|
~ |H@)G()

NB. H (v) ne correspond pas
a I'exemple de la p. 31

35/97

/ // 2 ‘(
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Jd Vers des solutions non linéaires dans le cadre bayésien

L histogramme d'un train d'impulsion est typiquement non gaussien !

|' . ‘I ‘ ,I‘ J ‘. | | convient mieux que

4

densité de probabilité pyt(z) a queue plus épaisse
et plus concentrée en 0 (HT pour “heavy tail")
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Pénalisation convexe non quadratique

maximiser p(x | z) x p(z | x) p(x)
N
ot p(x) = 11 put(x,) est la distribution a priori de x

g g

Jd Moindres carrés pénalisés

J Cadre bayésien

PHT

ou ¢ = — Inpyt

minimiser J(x) = ||z — h*m|\2 + 1 Y o(xy) /
n=1

® ¢(x) croit plus lentement que z?

® (¢ convexe — pas de minima locaux
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Jd Exemples de lois sur R

loi gaussienne loi « hyperbolique »
(@) = e 2" f(2) o emVIEE/T

0

loi de Laplace

flz) = gme 1"

/T

NP4 w/ \V

¢(z) = 2 Phyp(T) = V02 + 2% —
o >0

PL1() = ||
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d Calcul de & (minimisation de J)

® ¢ différentiable
Optimisation locale (e.g., gradient conjugué)
[Bertsekas 1995, Nocedal et Wright 1999]

solution
“hyperbolique”

® ¢ 1(x)=|x|: Probleme “L2L1"
Algorithmes plus spécifiques (homotopie, IT, ...)
voir [IEEE Selected Topics in Signal Processing,

Issue : Convex Optimization Methods, déc. 2007]

solution L1

50 100 150

200 250 300
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Application : contrdle ultrasonore de soudures

en collaboration avec EDF-DRD (Chatou)

direction d’inspection

soudure

exemple tiré de [Labat et coll. 2005]

A
/>
entaille
données brutes (zoom) déconvolution 2D “hyperbolique”
o — T T T T T T T —

B
T -.-.-“_ 5 diffraction— & |
9)
> iy g ]
o COIH\
O 1 L : : 4
. il .
£
()
£15 : -

10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50 60 70
numéro de trace numero de trace
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Alternative : modélisation de train d'impulsions

tl t2 t3 t4 t5 t6

@ @ *—O ® -

() s

1

r
7“34

Processus composé (tm,, ™m ) : tm est un processus ponctuel qui com-
mande |'apparition des événements, dont |'amplitude est distribuée sui-
vant la loi du processus 7.

/ N\

variante « continue » variante « discrete »
processus de Poisson processus de Bernoulli

+ amplitudes gaussiennes
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Modele Bernoulli-Gaussien

 Loi a priori

® g vecteur binaire indépendant

Plgn=0=1-X\ P(g) =XM1 — )Mo Mo+ M =M

A : « densité d'événements »

® 1 vecteur gaussien indépendant
rm ~ N0, 0%q)

/ N
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4 Calcul du MAP

® Probleme de détection-estimation de type “L2L0" :
: 2
K(g) = min ||z — hxrl + pllrll} + 5 g avec g = 11, 20)
® Optimisation combinatoire

q € {0, 1}M, soit 2™ possibilités —> examen exhaustif impossible

~ Algorithmes « sous-optimaux » itératifs: ¢/ — ¢’*'... > q/ =q

Méthode de parcours : Single Most Likely Replacement (SMLR) [Mendel 1983]

. . ill . . .
o — o= () R <K@ T G
L ouiJ

incrémenter j
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Jd Résultats

0.2

0.15f

0.1

0.05f

50

100

150

200

250

300
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L2L1 ou L2LO?

J Formulation L2L1, L2Lhyp, etc

® Modele plus grossier

® Probleme convexe ~» solution exacte

® Solution continue en fonction des données [Bouman et Sauer 1993]
® Adaptée a l'aide au diagnostic

J Formulation L2L0

® Modélisation plus « exacte » mais solution approchée
® Solution discontinue en fonction des données
® Adaptée a la décision automatique

(e.g., application en IRMf, cf. Ph. Ciuciu)
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Introduction

Estimer x a partir de z = Ha + n, H étant connue

H est une matrice de convolution, donc Toeplitz par blocs a blocs Toeplitz

Jd Exemple (bateau de péche)

N =512 x 512

PSF gaussienne

(0 = 2.24 pixels)
RSB 40dB
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J Ingrédients nécessaires :
® Probleme mal posé ~~ régularisation par pénalisation ~ modele d'images?
® Algorithme d'optimisation adapté aux problemes de grande taille
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Modeles a priori pour les images



<1 III. Restauration d’image et optimisation [ 50/97

Modeles markoviens

ligne 80 colonne 117

¢ différences finies

WWMW

histogrammes

e
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~> Energie d'un champ de Markov aux plus proches voisins :

(I)(CB) — n;n¢(xm,n - xm,n—l—l) + n;n¢(xm,n - xm—l—l,n)

Préservation des discontinuités : ¢ associée a une loi a queue lourde, e.g.,

f(x) oc eV ta?/T o(t) = V02 + t2

Charbonnier et coll. [1997]

J Variante « variation totale »

(I)(CB) — Z \/(xm,n — xm,n+1)2 + (xm,n — xm—l—l,n)2

Nondifférentiabilité ~» parcimonie, mais « marches d’escalier » [Nikolova 2004]
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Jd Les champs de Markov sont-ils des bons modeles ?

R L2 loi des différence entre pixels voisins n’est pas cexp {—¢(z)}

X Aucun controle des propriétés au second ordre

#+ modele gaussien, e.g., DSP(v) = Vgiyp [Kat

Comment imposer simultanément

.
Lo

e e Do 10ON7
nig et Primot 1997]

— une structure de covariance spatiale,
— la loi marginale des pixels (ou des différences interpixels) ?

OK malgré tout pour définir un « bon » estimateur x(u) a p fixé

® FEt |'estimation de 7
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Une expérience embarrassante

® Soit z = hxx* + b dans deux cas différents :

Cas « réel » Cas « synthétique »

Ly e .-::r-:_- I.ii

fonction de Huber ¢;

—t 1

réalisation d’'un champ
de Markov-Huber

e Soit VAP = arg min (2—12 |z — h*:c||2 + > Gt (2 — ZCS))
o

£ re~S
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J Cas « réel »

~MAP . | Pseudo-vraisemblance
H:B — Hl ol 1 . .
(fonction de x™)

T T T T T T — -
135 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 135 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Seuil t Seuil t

C/U\MAP ( t) MR1

My
MR1 :

meilleur réglage L1
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EB\MAP (Na O)MRl

J Cas « synthétique »

_ Pseudo-vraisemblance :
(vraies valeurs de (u,t), PMV,

MR1 et MR2 se confondent

Jd Les choses se passent parfois mieux, e.g., Trillon et coll. [2008]
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Approche « analyse » / Approche « synthese » [Elad et coll. 2007]

Jd Approche par « analyse » (champ de Markov)

L
T = argmin(Hz — Ha:H2 + uﬁZ qb(oze)>
. —1
avec a=VzecR' e¢ L>N

Jd Approche par « synthése » (bases redondantes)

Frame d'ondelettes, représentation temps-fréquence,
décomposition sur un dictionnaire :

Z=Waaveca € RE ou CL/2 > N,

L
a = argmin(”z —~HWa|’ + ,LLKZ ¢(04€))
o =1

et ¢ est préférentiellement non différentiable pour créer de la parsimonie
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Optimisation de criteres pénalisés :

Approximations majorantes pour la restauration d'image
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Contexte markovien

z = argmin J (x) = ||z — Hz|* + ZC ¢(v,)
cEc

€T

e.g., vix =1z, —xs, c = {r, s} : paires de pixels voisins horizontaux ou verticaux
C Y

® Préservation des discontinuités ~» ¢ non quadratique

P(t) = V62 + 2 o) = In(6% + t2)

7

Charbonnier et coll. [1997] Hebert et Leahy [1989]

® Pas de marches d’escalier ~» ¢ différentiable
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Algorithmes semi-quadratiques

J Origine : modeles composites et variables binaires de contours

Blake et Zisserman 1987, Jeng et Woods 1991]
rO[J O[O
eg, Uz, €)=Y (1 —4l)(x, —x5)° +a Y g ST 3 [
rT~S r~S S Q |:| O I:I O

o K(xz,l) =|z—Hz|”+ pn¥(x, £) est semi-quadratique (SQ)

¢ mink(@ ¢ = min(||z _Hz|? + ,LLCD(:B))

avec ®(x) = X ¢(z, —z5), ¢(z) = min {o, 2?}

rr~s

quadratique tronquée

Algorithme SQ = Minimisation alternée d'un critére composite

Extension a d'autres fonctions ¢ 7 Geman et Reynolds [1992], Geman et Yang [1995]
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Deux variantes SQ

Jd ARTUR/GR [Geman et Reynolds 1992]

¢ C*, paire, ¢(,/-) concave sur R*

4

i tel que ¢(u) = ;211:& (bu + 9 (0))

Jd LEGEND/GY [Geman et Yang 1995]

1,2
Su” — ¢ convexe

4

3¢ tel que ¢(u) = inf (5(u— )%+ ¢(¢))

Jd Remarques
0()2 +(0) et (- — £)? + ((¢) sont quadratiques, majorantes et tangentes a ¢
De méme, U(-, £) est quadratique, majorante et tangente a ®
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Approximations quadratiques majorantes (AMQ)

Ortega et Rheinboldt [1970], Voss et Eckhardt [1980]
Soit jB(a: z)=Jx)+ (' —z)'VI(x)+ (' —z)"B(x) (' —x)/2

(
Supposons qu'il existe B(+) > 0 tel que Jg(z',z) > J(x'), Va,z’ € RN
Alors :

° jB(w, x)=J(x),

o min 5z’ ) < J(x) Ta (- )

o argminJg(z’,z) =z — B (z)VJ(x) \
algorithme AMQ

Tpt1 = T — B_l(wk)Vj(a:k)

L  Lk+1

e Boy =2H'H+uV'V, V =[vi|...Jvc]
® Ber(z) =2H'H + ¢ V'L(z)V, L(z) = Diag{¢'(vix)/vix}
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Jd Bref historique
® Approche markovienne en restauration d'image
[Geman et Reynolds 1992, Geman et Yang 1995, Charbonnier et coll. 1997]
Algorithmes SQ : ARTUR / GR, LEGEND / GY

n I P W aYe N |
9, Huber 1981]

-
[

® Régression robuste [Beaton et Tukey 1974, Byrd et Payne 19

min Y, ¢(y, — htx) ~» moindres carrés repondérés : IRLS, RSD

£ n=1
® Cas non différentiables
N
— Probleme de Fermat-Weber : min Y, ||y, — ||, [Weiszfeld 1937]

— Dictionnaires et parcimonie . mi
FOCUSS [Gorodnitsky et Rao 1997

7 7

IRLS
RSD

ARTUR / GR = FOCUSS = Weiszfeld
LEGEND /GY
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Jd Applicabilité en restauration d’image
B(x) = Bgy = 2H'H+ V'V ou B(z) = Bgr(z) = 2H'H + £ V'L(z)V
Tpt1 = T — B_l(wk)Vj(a:k)

K Sauf cas particulier, le colit par itération explose quand NV croit !

b 4 NI . L
[

1, | - N ONNIT
, Nikolova et Ng 2005]

préconditionné) : SQ+GC

Jd Variante 1 [Charbonnier et coll. 199

Calcul approché de B~ !(x; )V () par GC

A~

Jd Variante 2 [Fessler et Booth 1999]

Algorithme GC non linéaire (préconditionné) + SQ scalaire : GCNL+4+SQ1D

.. mais SQ+GC et GCNL+SQ1D ne sont pas des algorithmes AMQ
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Variante 1 : SQ+GC

Trpr1 = T +dy
di, = uj, (xr)

J Principe

ou us(x) est la solution apres I itérations de GC(P) appliquées a
B(x)u=-VJ(x)
d Questions ouvertes

|résiduy, || <c eg, =107

® Comment choisir I, ? Tel que ——
|résidug ||

e Convergence ?

VI, >1, lim VJ(x") =0 [Labat et Idier 2007]
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Jd Probleme simulé (bateau de péche)

GR+GC GR+GCP (transformée en cosinus)

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1 S 10 15 20 25 30
sous-itérations I sous-itérations I

e=10"% = I, €[60,100] e=10"% = I, € [20,30]
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Variante 2 : GCNL+SQ1D

d, = —M'VJ(x)+ Bpdr_1
Tp+1 = T+ opdy

J Principe

M > 0 : matrice de préconditionnement

J Statégies de pas

1. Pas constant a; = 6 : pas de garantie de convergence

2. Recherche de pas classique : dichotomie, interpolation, ... + conditions de Wolfe

3. Minimisation de f(«a) = J(xx + ady) (I sous-itérations) [Fessler et Booth 1999]
® Comment choisir I, 7 I, =57

e Convergence?

VI >1, liminf VJ(z") = 0 (Polak-Ribiere, ...) [Labat et Idier 2008]
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Jd Probleme simulé (bateau de péche)

L S R SR Meilleur CG+Wolfe

1601 7

140+ CG+GR1D i

§ g0l PCG+GR1D ,

(transformée en cosinus)

T T L T L e upupu I Meilleur PCG+Wolfe

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sous-itérations I
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Jd Bilan comparatif

préconditionnement

non oul
GR+GC 194,3 s 87,9 s
CG+GR1D 110,7 s 46,9 s
CG+Wolfe 1755 s 53,3 s

SQ exact

>2000 s
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Conclusions

J Adaptation des algorithmes SQ aux problemes de grande taille

— Algorithmes de Newton inexact tronqué
— Algorithmes de gradient conjugué sans recherche de pas

Pas d’algorithme emboité : simplicité + faible colit par itération + convergence

aJd Typologie d'algorithmes de minimisation par approximation majorante

AM : approximation majorante
[Lange et coll. 2000, Vaida 2005]
= minimize-maximize

= Iterative majorization
— optimization transfer

EM :  expectation maximization
GCNL+4SQ1D sSQ+GC AMQ : AM quadratique
TwlIST, SpaRSA, ... .
\ W Pa AMS : AM séparable

GCNL+AMID I'T : iterative thresholding
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Jd GCNL+AMI1D : Critéeres a barriere logarithmique

® Tomographie par émission de positons
® Pénalisation par maximum d’entropie

® Algorithmes de points intérieurs (contraintes inégalités, non différentiabilité)

-
b o mm mm mm mm mm omm Em mm Em Em Em o o o o Em o o o

L L1
~+ GCNL + recherche de pas par AM non quadratique de type
h(a, ) = po + prox + paa® —

~ 11

i P T NN
LnouzZenoux €t Coll. £UU
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l. Généralités

Il. Deéconvolution de train d'impulsions

Ill. Restauration d’image et optimisation

IV. Problemes aveugles, méthodes autodidactes

Obstacle informationnel, obstacle technique

Méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov (MCMC)

Application : déconvolution aveugle et autodidacte de train d’impulsions
Echantillonnage inspiré par I'optimisation

Bibliographie
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Généralités
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Introduction

I.e., |'opérateur H du probléeme direct contient des inconnues

Jd Problemes aveugles

e.g., la déconvolution aveugle : h est inconnu

d Problemes autodidactes

On souhaite un réglage automatique des hyperparamétres
e.g., du parametre de régularisation u

d Deux obstacles

® Obstacle « informationnel » : Y a-t-il un espoir de solution exploitable ?
® Obstacle « technique » : Comment calculer cette solution ?
simulation bayésienne (méthodes MCMC)
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Obstacle informationnel : exemple en déconvolution aveugle

Il existe une infinité de solutions équivalentes !

® Retards, changement d'échelle
® Déphasages
® Contenu fréquentiel

x~¢AAAVAYV h A _)/z/\\/\a
hi*x M ho A _)z
A

h*x
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Obstacle technique : quel estimateur calculer?

Jd Diverses approches non bayésiennes

i.e., exploitent seulement la statistique de p(z | x, h, )

® Adéquation aux données : trouver p tel que ||z — H@LH2 = No”

(tendance sous-régularisante)
® courbeenlL
® validation croisée
® minimum description length (MDL), Akaike information criterion (AIC), ...

® estimateur de Stein
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4 MAP joint

Maximiser p(ax, h,0 | z) par rapport a (x, h, 0)

® Extension simple de la minimisation de critere pénalisé, e.g.,

argmin ||z — hx z||” + pe®u () + pp®n(h)
x,h

I a2l . 2 D L 1N0°2D / LI T T | B WaVYaYa
[Little et Rubin 1983, Gassiat et coll. 1992]

® Parfois fonctionnel...
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zr=hpxx+b,, k=1,..., K

avec hy = h(0y) et 8, = 0 + d, d; connus, 6 inconnu
® Moindres carrés conjoints

(Z,0) = min 3 |2, - hy wx|® + || Fa|

® Propriété : Si K > 1, taille(x) — oo, u — 0 et des hypotheses « minimales »,

alors 0 est asymptotiquement sans biais !

(@ est un estimateur a minimum de contraste [ldier et coll. 2005])

h = |TF(A exp(i0)|*, fonction non linéaire de 6!
A : fonction d'ouverture de la pupille

0 : parametres de la phase aberrante

0, : parametres de défocalisation
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aJ Estimateurs marginaux

&= Construire h et 0 3 partir de p(h, 0| z) = [ p(x, h,0]z)dx
~» EM, SEM, variational Bayes EM
(rapport nb de données/nb d’inconnues favorable),

puis estimer x sachant z, h et 6

xz Construire T a partir de p(z | z) = [[ p(x, h,0]|2z) dh dO
(i.e., intégrer les parametres de nuisance hors du probleme)
~ Méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov (MCMC)



<1 IV. Problemes aveugles, méthodes autodidactes [ 79/97

Méthodes MCMC
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Méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov (MCMC) [Liu 2001]

Elles permettent le calcul d'estimateurs marginaux tels que I'espérance a posteriori

Elx|z]= [xp(x|z)de = [xp(x, h,0]z)dxdhd

1) Choisir xq, hg, 8y arbitrairement;
2) pour k=1, ..., K,

— tirer au hasard z(®) selon p(z | h* =D 0%~V 2) & p(z, R*E=D, 0%~ | 2)
— tirer au hasard h(®) selon p(h|z® 0%~V 2)  p(x® b, 0%~V | 2)
— tirer au hasard %) selon p(@ |z, R 2) x p(x® A" 0] z)

LS (k)
3) Calculer £ = — T
) K k=1
® La suite aléatoire (g, hg,0y), (x1,h1,01), ... est une chaine de Markov

K
® Aspect « Monte-Carlo » : on approche E[f(x, h, 0| z)| par % Y f(:v(k>, h(k) H(k))
k=1
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Si { X (*)},cn une chaine de Markov homogene « ergodique » (irréductible récurrente
positive de période 1) dont le noyau de transition ¢ Vvérifie la condition d’équilibre

p(x’|z)p(x) = p(x|2') p(z') (CE)
alors la densité de probabilité de X (>°) est p.

Jd Convergence en loi

J Loi des grands nombres

. . 1 &
| Blf7] <o, Jim g B @) =B[f] ps

J Principe de I'augmentation de données

(X® oWy ~ p(x, 0]2) =
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Echantillonneurs de Gibbs et de Metropolis-Hastings

On souhaite générer des échantillons de p(x), * = (x1, ..., ) en enchainant des
« mouvements » satisfaisant la condition d’ eqU|I|bre (CE

100

Jd Echantillonneur de Gibbs [Geman et Geman 1984
Pour n =1, ..., N, tirer x,, au hasard suivant p(z,, |21, ..., Tp_1,Tpa1--.)

d Echantillonneur de Metropolis-Hastings [Hastings 1970]
@ Configuration courante : x
@ Proposer x’ par échantillonnage d'un noyau de proposition q(x’ | x)

@ P(x' remplace ) = min {1 p) g(z|2) } ;

’ p(x) q(z’ | =)
retour en (©) pour l'itération suivante
Cas particuliers classiques :
— a’ = x + perturbation (marche aléatoire)
— Echantillonneur de Gibbs
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Quantités calculables par MCMC

Jd Estimateurs a coiit bayésien séparable
Si C(x,xz*) =) cnl(xp,z)), alors
1 K

min E[C(Z(2),z*)] = X minE[c, (Z,(2),25)] ~ Ymin — > ¢, (Tn(z), M)

T n Tn nCUnKkl

a minimiser composante par composante analytiquement (EAP)
ou numériquement (MAPM)

estimateur C(x, z*) séparabilité
MAP —(x — x*) non
EAP |z — z*||° (risque quadratique)
MAP marginal — > (T — k)
ELMQ |l — a:*H2 sous contrainte de linéarité
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Jd Covariance a posteriori (barres d’erreur, etc)
K
Jim % 3 (@ - #)@@® - 2)' = Cov(a| 2

Jd Calcul d’évidences (choix de modeles)

p(z| M) = /p(z,m,h, 0)dxdhd@ [Chib 1995]

Si la loi instantanée de {X ")} est pr (x| 2), avec T'(k)\.0 et
(x

pr(x|z) o (p|2))"", alors : lim pr(z|z) = 6 g

UV V. PO 1
pa(x) p2() p(z) p1/2() p1/5(z)
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Application :

déconvolution aveugle et autodidacte de train d'impulsions
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® Modele a priori

— x = (g, ) modele Bernoulli-gaussien, paramétres : \, o2

— h a priori gaussien centré « non informatif », paramétre : o3

— 0 = (\,0°,07,0%) : a priori conjugués non informatifs

® Echantillonneur de Gibbs
2 2 92
(1, .-y, Ry A, 0%, 03, 0F)
® Estimation

— q"MAP (yote majoritaire composante par composante)
_?m — O Si a\m — O, ;"\m — Z’]",grlf)/zqgf) Sinon

- hEAP

__ QEAP
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® Résultats typiques (K = 1000)

0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 402 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - 02 ‘ ‘
o ° L d °
i ° | i | | PS
0.1 T 0.1 T { . 0.1 o
[} [ J
z L I I |
£ [ J
~0.1 i ~0.1 ~0.1
~0.2 . ! _0.2 o R —0.2 . .
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

=)

Reproductibilité imparfaite...
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Trois types de problemes

p—

Jd Probleme 1 : « Piégage » [Labat 2006, Ge et coll. 2008]

— Rareté des transitions de type (h,x) e~ (retard * h, retard™* % x)

— Rareté des transitions de type 1 e~ xo

0.6

0.4}

0.2}

KO—2 kO—1 kO

probleme des solutions locales en minimisation

e et coll. [2008] : ajout de mouvements spécifiques

KO+1

KO+2

o
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Jd Probleme 2 : Définition des estimateurs
— p(z,7,h,0|2) =p(q,—7r,—h,0|2) = E[h|z] =0
— p(retard x x, retard ' x h,0| z) ~ p(x, h,0 | 2)

Problémes voisins de |'« échange d'étiquettes » (/abel switching) dans le cas des
mélanges de population [Stephens 2000])

A résoudre par tri des échantillons suivant un critére de similarité [Labat 2006]
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d Probleme 3 : Lenteur d’évolution

Evolution de I'échelle, i.e., exploration des configurations (sh,x/s) en fonction de s

>

\/

velt et

coll. [2008]

25

0.5

. ajout de mouvements spécifiques

Gibbs (Nb_it=50)

|
0.5

|
1.5

2.5

0.5

|
0.5

|
1.5
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Probleme 3 : Lenteur d’évolution

~~ Echantillonnage inspiré par I'optimisation

Gibbs / Gauss-Seidel (Nb_it=50)

ot ¢ . ] 2t \
%,
1.5¢ ] 1.5¢
A A
X X
1 1
0.5 ] 0.5
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2

x1 x1

~ Echantillonneur exploitant la structure locale de I'énergie (gradient, Hessien) ?
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Jd Echantillonneur de Langevin-Hastings [Neal 1993, Besag 2001]
® Diffusion de Langevin
dz(t) = =V T (z(t)) dt + V2 dw(t)

avec p(x) x exp(—J(x)), w(t) processus brownien vectoriel
Propriété : & converge en loi vers p

® Echantillonneur de Langevin-Hastings

= Echantillonneur de Metropolis-Hastings avec loi de proposition
obtenue par diffusion de Langevin discrétisée :

' =x—7VJ(x)+2V2r, z~N(01I)

= Descente de gradient a pas fixe « perturbée »
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Langevin-Hastings gradient
(Nb_it=50) (pas fixe, Nb_it=50)
2 2
3 i

1.5¢ : 1.5¢

1 1
0.5 1 0.5

05 i 15 2 05 i 15 2

x1 x1
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® Version préconditionnée ?

— Version de base aprés un changement de variable y = Ptz
(typiquement, PP' ~ (V2 7)~1)

¢

' =x— TP 'P'VJ(x)+P '2v2r, z~N(0,1)

Cholesky((VZ7)™ 1) siV2aJg >0

Par exemple : P = { diag(diag((Vij)_1)1/2) sinon

Zone a hessien
positif (en magenta)
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Langevin-Hastings préconditionné gradient préconditionné
(Nb_it=50) (pas fixe, Nb_it=50)
2 2
1.5 1 1.5
< ':‘.‘. < \
1 Q 1 k.‘.‘\:_ |
0.5 1 0.5
05 i 15 2 05 i 15 2

x1 x1
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3 T 3 T T T
Gibbs Langevin-Hastings
2.5r A 2.5r
2 2
=15
1F
0.5r
O Il Il Il O Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500
iterations iterations

Trajectoire de x4

2000
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® Perspective : échantillonnage de vecteurs gaussiens
Alternative classique :
iz Echantillonnage exact par factorisation LU de la covariance

1z Echantillonneur de Gibbs

Perspective :

15> Echantillonneur de Langevin-Hastings préconditionné (par LU tronqué ?)
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Lemme d'inversion de matrice

Soit A (N x N) ;B (N x M) ; C (M x M) ;D (M x N).

® Sous réserve d'inversibilité,
(A+BCD) '=A"'"-A"'B(C'+DA'B)"'DA™
® Corrolaires
D(A+BCD) '=C'(C'+DA'B)"'DA™
CD(A+BCD) !'=(C'+DA'B)"'DA!
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Matrices de convolution 2D

J Convolution 2D et ordre lexicographique

Soit Y = h ® X pour la convolution 2D : Yy . = Dy hp.q Xo—p.c—q
P q

Remarque 1 : plusieurs hypotheses de bord possibles
Remarque 2 : convention « matricielle » (origine en haut a gauche)

J Ordre lexicographique

Soit lex(X) =

" ligne 1 en colonne
ligne 2 en colonne

| ligne L en colonne |

c RLCxl si X € RLXC

Alors Y = h ® X s'écrit aussi y = Hx avec y = lex(Y) et = lex(X)
— Tailllede H: N x M avec M = LC et N de l'ordre de LC'!

— Structure?
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J Matrices Toeplitz-bloc-Toeplitz

* hp7_1 hp70 hp71
hp7_1 hp70 hp71 © e

. H., H, H, ...
= H =
H . H_, Hy H, ... |27

— H,, : matrice de Toeplitz des coefficients des contributions
de la ligne £ + p de I'image X a la ligne £ de I'image h ® X

— H : matrice Toeplitz-bloc-Toeplitz (Toeplitz par bloc, a blocs Toeplitz)

Cas particuliers :
— convolution circulaire : H matrice circulante-bloc-circulante,

diagonalisable dans la base de Fourier 2D
— h symétrique et convolution miroir + circulaire :
H diagonalisable par transformée en cosinus 2D
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Algorithmes préconditionnés

® C(Correspond a l'algorithme de base apres un changement de variable inversible

y =Pz

® Exemple : gradient conjugué, forme de Polak-Ribiére préconditionnée

pr = — (M) VT (") (préconditionnement) (1)
(0 sik=0
_ k\ k—1\\"t
f=y (VI6H-VIE) p )
\ (VI (x"1))" pr—1
di, = pr + Brdi_1 (3)
Tri1 = T + apdg (mise a jour) (4)

(M), =P, 'P.")



