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Problemesinverse

Jd Exemple 1 : tomographie

problemedirect problemeinverse

Distribution spatiale

K des sources ?

capteur
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Tomographiea rayons X (imageriemedicale)
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Reconstruction2D a partir de projections(problemedirect lineaire):
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Tomographiede di raction (problemedirect non lineaire)

Dy + S

Dwm
Dwm D
Imagerie micro-onde CND par courantsde Foucault Geotomographiepuits a puits

Une onde plane emisea partir d'une sourceS se propagedansle domainede |'objet
Do. Le champdi ract e est mesue par descapteursplacesdansle domaineD y
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Jd Exemple 2 : deconvolution

ltrage || |
passe-bas’ '

deconvolutior? —

X

X
R
—pre.
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ExempleslD

{ entemps: egalisationde canal,annulationd'echo,carectiondedistarsion,...
b(t)

X(t) —> h(t) Z(t)

{ enfrequence spectrometrie

15000 -

10000 -

5000

I ]
0 100 200 300
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Convolution2D et restaurationd'image
7
modele : z(r; s) = X(u; v)h(r u;s v)dudv (+ b(r;s))

h(r;s) : noyau 2D ou fonction d'etalementde point

Exemplesde noyaux 2D

ponctuel ou (gaussien) bouge di raction
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J Plusieurs points communs a ces exemples

Chdne de competence
Physique ! Instrumentation ! Inversion
(modelisation du probleme) (mesures , quantite d'interét)

Modeledirect

z = H(x) + incertitudes z2RN; x 2 RM
voire

Zz = H x + incertitudes H matriceN M

Cesproblemessont mal poses
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Problemesinverseanal poses

Estimerx a partir de donreesz = H(x) + incertitudes

kH(x) H(xo)k ®petit n'implique pasforcementkx xgok ®petit
1 0.1 1 1
0.8 0.08 0.8 0.8
0.6 0.06 0.6 0.6
0.4 0.04 0.4 0.4
0.2 0.02 0.2 0.2
% 50 100 % 102030 % 50 100 % 50 100
1 1% 10° 1
3
0.8} 0 0.8
2
0.6f 1 0.6 1
0.4f 2 0.4 0
0.2} 3 0.2 1
% 50 100 0 50 100 % 50 100 2 50 100

H 'z=H Hx+b=x+H b
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SoitH : X I Z, X etZ espacesle Hilbert
La resolutionde I'equationz = H x estdite bien pose sila solutionk(z) verie :

(O existence
@ unicite
@ stabilite: kz z%! 0) kk(z) ®ZO%! 0

NB : pour H operateurlineaire, @, z2ImH ; @, KerH = f0g

Sinon, le problemeest dit mal pose.
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Equationintegralede Fredholmde premiere espece

Z y,
z(s) = Hx(s) = h(s; t)x(t)dt;, c6 s6 d

a

avech fonction continuede derivee patielle @ continue.

@:

Connaissane' z, trouver une solutioncontinuer ' Xx

.. estun problememal pos

(voir [Tikhonov et Arse
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Passageen dimension nie

J Une etape indispensable pour le calcul pratique d'une solution
Choix d'une basede decomposition pour X
{ Famille obtenuepar decalaged'un noyau (t)

X
x(1) = Xn (t n)+x (t);a6 6D

n=1
{ Exemple: indicatricede pixel, sinuscardinal, ondelette...

Discretisation de 'operateurd'observationH
{ Calculanalytiguedescoe cients
{ Methode desmoments[Harrington 1987

J Le probleme est-il bien pose en dimension nie ?
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Inversiongenreralisee en dimension nie (caslineaire)

z=Hx+b x2RM:z2RN

(@ Existence : siz 62m H ! projectionde z surlm H
., Solutiondesmoindrescares: ®MC minimisekz Hxk?

) (H'H)RM = H'z

@ Unicite : siKerH 6 fOg! contrainte de norme minimale
, Inversegereralise: %'® = projectionde oM¢ sur (Ker H)?

® Stabilit e : assueeen dimension nie

Le problemed'inversionest donc bien pos au sensde Hadamad, et pourtant...
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Decomposition en valeurssinguleres

Jd Equation normale : H'z = (H'H)x

Jd Decomposition en valeurs singulieres de H

(Un)h-, ; (vm)M_, basesorthonameesde RN ; RM

()M suite decroissantepositive, | = 0sii > min(M; N) tels que

HVm = mUm H'un, = nvn
) H'Hvy, = 2vy, HH'u, = Z2u,

) | i o | B n sim=n6 min(M;N)
et H=U V" avec U = (un);V =(Vn); mn = O sinon

J Inverse generalisee

M

u
%'C = Vi, avec .
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Inversegenreralise et conditionnement

J Propagation d'erreur

Soit | = rang(H) = maxi: Si z! z+ z alas C1 'S+ H'C et

P !
B'C ° (ut z)2 2 _kzk® 3
5 P 5 = >~— SI | =N
kk!Ck (utz)? kzk® N
La borne est atteinte pour certainscouples(z; z)!
2
C(H) = ~ : nombre de conditonde H, C(H'H)= ——1
min (M ;N ) min( M ;N )

H estdite mal conditionree si C(H) estgrand (par exempleC(H) > 10°).
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Retour sur le cascontinu

J Proprietes spectrales des operateurs compacts dans des espacesde Hilb ert

Sysemesingulier( n; Un; Vh)n2n d'un operateurcompactH [Brezis1989 :
n > 0 valeurssinguleres u, et v, fonctionssingulerestellesque
{ (u,) baseorthonarmalede (Ker H)? ,
{ (v,) baseorthonarmalede (Ker (H ))?,
{Hu,= ,vh, et H v,= ,uj
avecH operateuradjointdeH, i.e, tel quehH x; zi, = hx;H ziy

G — 1 . .
R° = . hz; vni, Uy
n

En gereral,on a Ililm hn=20
n!
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Conclusionprovisoire...

Problememal pos ; le respect des donneesne sut pas!

Toute methode s'appuyant seulementsur ce respect seradite nasve...

@ Inversiondirectede z = H (x)
P =H (z) (existence?)
(@ Moindrescares, inversiongereraliee

MC = argminkz  H(x)k®* = %' si%'® existe
X

® Maximum de vraisemblance
Soitp(zjx) = ps (z x) ladensie de probabilite de z sachantx :

MV = argmaxp(z jx) = V¢ dansle casd'un bruit gaussien
X

(@ deconv de Matlab
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J Approche parametree

> -
' e=z
| modele X | propteme | H (X)

paramétrique ~ | direct

,  minimisation(locale) par I'algorithme de Levenlkerg-Maquadt

b:argmin z H x() ?

Problemede moindrescaresnon lineaires

J Prise en compte de contraintes
Exemple: positivite descomposantesde x

minimisationsouscontrainte d'inegalites
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J Approche multi-objectif
Assurerkz H(x)k2 peiit, maisaussi ( x) petit

Exemple: ( x) =  x%t) °

(regulaite du signaldansle casfonctionnel[Tikhonov et Arsenine1979)

J Regularisation par minimisation tronqu ee
E.g.: K iterationsd'un algaithme de plus profondedescente
pour minimiserkz H (x)kz, initialise pa x = 0
Compaable a une demache multi-objectif danscertainscas,
avec ( X) = kx k° [Lagendijket coll. 198§
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Approche multi-objectif ; Approche penaliee

J La regularisation comme un compromis...

J (X)=kz Hxk*+ (x)
. parametre de regulaisation

b (z) =argmind (x)

10

P

1

ko = argmin kz H x k*
X

solutionnon regulaisee

, = argmin ( X)
X

solution a priori
(ne depend pasde z)
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Jd ®CourbeenL [Hansenl1997
(i.e., frontiere de Pareto en echellelog-log)

A

Ho k°

Y

Adequationaux donrees

Jo(k) ): kz
|

Regulaisation ( % )

Propriete: Jo(b ) et ( % ) sontdesfonctionscroissantesie

J (0 ,)6J (b ,)

a demontreren combinant
J ,(0,)6J ,(0,)
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Estimation bayesienne

J Regle de Bayes

- P(z j X)p(x) -

X]2Z)= [ p(z]x)p(x

p(X ] z) o(2) P(z ) x)p(x)
p(z | x) : vraisemblance, p(x) : loi a priori surx, p(x jz) : loi a posteriai

1 Decision p(xjz) ;" %
Maximum a posteriai : PMAP = argmaxp(x j z)
X

Esperancea posteriai : PEAP = E[X jZ = z]= xp(xjz)dx
MAP Marginal : RMAPM = argmaxp(xm jz); 16 m6 M

Xm
Estimeelineaired'erreur

moyennequadratiqgueminimale: ®EMQ =R, R, Y(Z m,)+ m,

avecmy = E[X],m, = E[Z], Ry = E[XZ'] mym!, R, =E[ZZ'] m,m}
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J Theorie des co(its bayesiens

Etant donre la fonction de coOt C(estimee vraievaleu), () minimise au sens
fonctionnelle coOit moyen

7
E[C(b(Z); X ]= C(o(z);x )p(zjx )p(x )dz dx
Par exemple:
)4 C(x;x )
PMAP = argmaxp(x j z) (X X))
X
PEAP = E[X jZ = Zz] kx x k° (risquequadratique)
RMAPM = argmaxp(Xm jz); 16 m6 M m (Xm  Xm)
Xm
PELMQ = R, R, HZ m,)+ my kx x k® souscontrainte de lineaite
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Lien entre regulaisation par penalisationet maximuma posteriai

PMAP = argmaxp(x jz) = argmaxp(z jx)p(x) = argmin( Inp(zjx) Inp(x))
X X X

C'estdonc un casparticulier d'estimateurde maximumde vraisemblancegenali®e

Cadre ® energetique ! Cadre probabiliste
. | . o e (7T
energie ( X) ! densit de proba p(x) = X o (=T dx
J(xX)= (z Ax)+ (x) ! reglede Bayes p(Xx; z) = p(z | X)p(x)
solution penaligeargmin J (x) PMAP = argmaxp(x j z)
X X
? marginalisation,conditionnement

(e.g., varianced'erreur d'estimation)
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J Cadre lineaire gaussien
z=Hx+ Dby b N(mp;, Rp); X N(mMmy; Ry); (X; b) independant
Anti-log-vraisemblance posteriai
L(xjz)# %kz HX  mpkg 1+ %kx m, Kk
Forme information
PMAP = (H'R,'H + R, D) Y(H'R,*(z myp)+ R, 'my)

lemme d'inversion
de matrice

PVAP = m, + RyHY Ry, + HRyHY Yz Hmy, my)

Forme covaiance

Quatre enun... bl\/IAP — k)EAP — bl\/II\/IAP — bELMQ

Matrice de covaiancea posteriagi

E (X k)EAP)(X bEAP)th =7 = (HtRblH + Rxl) 1
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Introduction

Caracterisationde defauts ponctuels,de frontieresnettes, ...,
a partir de donreesa resolutionlimitee

spectrometrie, astronomie,sismologie gvaluationnon destructive,...

train d'impulsions ? ondelette + bruit

X ?2h+ Db
bruit
#
ltre | |
‘ passe-bas '

deconvolutiorn?
(ltrage inverse)

trace
y4
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J Exemple [Champagnatet coll. 200]]

sequencede Mendel signalconvolie signalconvolte bruite (10 dB)

0.2 0.1 T
0.15¢
0.1- 0.05r
0.05¢ ~ ]
| | | | : 0
0 ‘ T
0.05 |- ‘ \
0.05
0.1+
0.15 0.1 -
0.2 r
0.25 - . : - : . . . . . 0.15 - . : - :
0 50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

ondelette 2=h '?2z=x+h 1?2b

0.8

0.6

0.6r
0.4r
0.2-

/

0.2

04 r

0.6

0.8
0

50 100 150 200 250 300
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Approchesnasves"

@® Methode des moindres carres

trouver ® qui minimise J(Xx) = kz H x k*
' (H'H)® = H'z (H : matrice de convolution)

@ Approche probabiliste
Maximum de vraisemblancesi b est suppose blanc gaussien

R = argmaxp(zjx); p(zjx)/! exp 2—12kz H x k*

X b

® Division spectrale (par transformees de Fourier)

RO =50 = X0 g0
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Regulaisation quadratique

(@ Moindres carres penalises (solution de Tikhonov)

trouver® qui minimiseJ(x) = kz Hxk*+ kxk® ; H'H+ | 2=H!z

@ Approche probabiliste bayesienne
Maximum a posteriai sib et X sont suppossblancsgaussiens
pP(z ] x) p(x)
p(z)
() R minimise Inp(zjx) + In p(x)

R maximisep(x | z) =

H ()

@ Filtrage de Wiener :  ®( ) = () 2+

Z() =

><|\>|crr\>

=0 6
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J Solution lineaire simple, mais pas de compromis satisfaisant

0.2

0.15r

0.11
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0.11
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G( ) = H ()

jH()j* +

—JH( )]
--1G( )]
—-JH()G( )]

NB. H () ne correspond pas
a l'exemple de la p. 31
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J Vers des solutions non lineaires dans le cadre bayesien

L'histogrammed'un train d'impulsionest typiquementnon gaussien

|' .‘I ‘ ,I‘ || ‘. | || convientmieuxque

+

densit de probabilite p4t(X) a queueplus epaisse
et plusconcenteeen O (HT pour\heavy tail")



~Il. Decorvolution de train d'impulsions [ 37/97

Penalisationconvexenon quadratique

J Cadre bayesien
maximiserp(x jz) / p(zjx) p(x)

PHT
ou p(x) = :1 PHT (Xn) estla distribution a priori de x
m m
J Moindres carres penalises
minimiserd (x) = kz  h ?xk® + " (Xn)
ou = InpuT = /

(x) cradt pluslentementque x?
convexe=) pasde minimalocaux
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Jd Exemples de lois sur R

loi gaussienne loi ®hyperpbo|ique_
f(x)= ptoe X2° f(x)/ e C“Hx°=T
m m
(x) = X2 wp(X) = 2+ X2

loi de Laplace
f(x)= %ej XJ=T

m
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J Calcul de ® (minimisation de J)

0.2

0.15r

0.1¢

di erentiable 005y
Optimisationlocale (e.g., gradientconjugLe) 005"
[Bertselas 1995 Nocedalet Wright 1999 ol

solution l |

\hypermllque" 0'250 5‘0 160 1éO 2(50 - ZéO ;)O

11(X) = jxj : Probleme\L2L1" . 5
Algarithmes plus speci ques (homotopie, IT, ...) 005/ TO T % T o
0 (L |

voir [IEEE SelectedTopicsin Signal Processing, 7
Issue: ConvexOptimization Methods, dec. 2007] oal

0.15

0.2 r

solution Ll o=

0 50 100 150 200 250 300
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Application : contrOle ultrasonae de soudures

en collaboration avecEDF-DRD (Chatou)

transducteur dir ection d'insp ection

exempletire de [Labat et coll. 2005

entaille
donneesbrutes (zoom) deconvolution 2D \hyp erbolique”

0 = T T T T T T
»
s -.-.-“_ o drragtion. e
o .
>
o Rl com&

1 - R a
= i .
£
8 1.5 B

50 60 70 10

10 20

30 40 20 30 40 50 70
numero de trace numero de trace
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Alternative : modelisationde train d'impulsions

t1 o 13ty ts g

Processuscompose (tm; rm) : tm est un processusponctuel qui com-
mande l'apparition des evenements, dont I'amplitude est distribuee sui-
vant la loi du processusrp .

variante ®continue variante ®discrete
processugie Poisson processusde Bernoulli

+ amplitudesgaussiennes
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Modele Bernoulli-Gaussie

Jd Loi a priori

g vecteurbinaire independant

Egg:zcl);z1 L P()= M@ )Moy Mg+ Mi=M

. ®densit d'evenements
r vecteurgaussienndependant
M'm N (©O; “Gn)
: &
Gn=0) rm=0 Gn=1) rm N(@O 32
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J Calcul du MAP
Problemede detection-estimationde type\L2L0" :

K(q) = minkz h2rk?+ krks+ On avec On = l¢; _e0g
m

Optimisation combinatoire

q2 f0;1gM, soit2M possibilies [P examenexhaustifimpossible

. Algaithmes ®sous-optimaux_ iteratifs: g ! o *! :::1 g’ = ¢
Methode de parcours: SingleMost Likely Replacemen{SMLR) [Mendel1983

. : ill . ) .
qJ I qj L %%g%ﬁéee I @J +1 ) < K(qj)> n?n @ — qJ
L ouiJ

Incrementer j
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J Resultats

0.2

0.15} ®)

°'f? ls T . -
JTT

0.1

a
0.15 -
0.2 +
O q
0.25 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
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L2L1 ou L2LO7?

J Formulation L2L1, L2Lhyp, etc

Modele plus grossier

Problemeconvexe, solutionexacte

Solution continue en fonction desdonrees[Boumanet Sauer1993
Adapteea l'aide au diagnostic

J Formulation L2LO

Modelisationplus ®exacte mais solution approchee
Solution discontinueen fonction desdonrees
Adaptee a la decisionautomatique

(e.g., applicationen IRMf, cf. Ph. Ciuciu)
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Generalites

Deconvolution de train d'impulsions

Restauration d'image et optimisation

Mo dele pour les images? Mo deles markoviens, analyse/synth ese
Crit eres semi-quadratiques, approximations majorantes
Formes tronqu ees, stategies de pas

V.

Problemes aveugles, methodes autodidactes
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Introduction

Estimerx apatir dez = Hx + n, H etant connue

H estune matrice de convolution,donc Toeplitz par blocs a blocs Toeplitz

Jd Exemple (bateau de péche)

N =512 512

PSF gaussienne

( = 2:24 pixels)
RSB40dB
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J Ingredients necessaires:
Problememal pose ; regulaisationpa penalisation; modeled'images?
Algarithme d'optimisation adapte aux problemesde grandetaille
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Modelesa priori pour lesimages
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Modelesmarkoviens

ligne 80 colonne 117

di erencesnies

WWMW

histogrammes

L 4
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;  Energied'un champ de Markov aux plus proches voisins :

( x)= (Xmn  Xmn+1) t (Xmn ~ Xm+1:n)
m:n m:n

Preservationdesdiscontinuies: assieea uneloi a queuelourde,e.g.,
P P
f(x)/ e “+x*=T (t) = 2+ 1t2

Chabonnieret coll. [1997

J Variante ® variation totale
q

(x)= (Xmn  Xmn+1)%+ (Xmn  Xm+1:n)?
m;n

Nondi erentiabilite ; parcimonie,mais®marchesd'escalier [Nikolova2004
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J Les champs de Markov sont-ils des bons modeles?

¥ Laloi desdi erenceentre pixelsvoisinsn'est pascexpf  (X)g

¥ Aucun controle des proprietes au secondordre

6 modele gaussieng.g.,DSP( ) = —=— [Kattnig et Primot 1997
0

Commentimposersimultarement
| unestructure de covaiancespatiale,
| laloi marginaledespixels(ou desdi erencednterpixels)?

OK malgre tout pour de nir un ®bon estimateurk( )a xe

Et I'estimationde ?
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Une experienceembarassante

Soitz = h ?x + b dansdeuxcasdi erents:
Cas®reel Cas®synthetique

- _'II' "':r';'_ L. |

fonction de Huber

tt

realisationd'un champ
de Markov-Huber

Soit AP = argmin —— kz h ?xk* + (Xr Xs)
X 2 2 r S

t
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J Cas®reel

' Pseudo-vraisemblance
. (fonction de x )

bMAP X

n T T - - - 006 = — — =
135 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 135 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Seuil t Seuil t

bMAP ( . t)MRl

MR1 :
meilleur reglagelL1

bMAP( . t)PMV
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bMAP ( . O)MRl

J Cas ® synthetique

a=2mt
°

_ Pseudo-vraisemblance
(vraiesvaleursde (; t), PMV,

MR1 et MR2 se confondent

J Les chosesse passent parfois mieux, e.g., Trillon et coll. [200§
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J Approche par ® analyse (champ de Markov)
L

b = argmin kz Hxk® + ()
X =1
avec =Vx2RM et L>N

J Approche par ® synthese (bases redondantes)

Frame d'ondelettes,representationtemps-frequence,
decomposition sur un dictionnaire:

=Wbavec 2RouCF2 L N,
L

b=argmin kz HW k* + - ()

et estpreferentiellementondi erentiablepour creerde la parsimonie
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Optimisationde criterespenaligs:

Approximationsmajaantespour la restaurationd'image
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Contextemarkovien

B =argmind (x) = kz Hxk*+ (vix)
X c2C

e.g.,,Vix = X; Xs, c= fr;sg : pairesde pixelsvoisinshorizontaux ou verticaux

Preservationdesdiscontinuies; non quadratigue

t=""7"+0 (t) = In( 2+ t2)

Chabonnieret coll. [1997 Helert et Leahy[1989

Pas de marchesd'escalier; di erentiable
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Algarithmes semi-quadratiques

J Origine : modeles composites et variables binaires de contours

w0

Blake et Zissermanl98
eg., (x;)= (1 Trd(Xe Xs)* rs 'S/ /3
r S Ir S
s [J [

K(x; )= kz Hxk*+ ( x:') estsemi-quadratiqugSQ)

~

- 1 ~+ \AlAande 100
7, Jenget Woods 1991

D
«Q
)]

minK(x; )= min kz Hxk*+ ( x)
X, X

avec ( x) = (Xr  Xs), (X) = min  ;Xx?
e guadratiquetronquee

Algorithme SQ = Minimisation alterneed'un critere composite K



~I1l. Restauration d'image et optimisation | | 60/ 97

Deux variantes SQ

Jd ARTUR/GR [Gemanet Reynolds1997

L, paire, (P 1) concavesurR*

+

9 telque (u)= inf ut+ ()

1
EU

2 convexe

+
9 tel que (u):j91;2 2u )+ ()

J Remarques
“()2+ ()et( )?+ () sontquadratiguesmajaranteset tangentesa
De méme, ( ;) estquadratique,majarante et tangentea
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Approximationsquadratiguesmajarantes (AMQ)

f'\.-

t Rheinlpldt [197(0, Vosset Eckhadt [198(

Soit 5 (x%x)=J (x)+ (x° x)'rd (x)+ (x° x)'Bx)(x° x)=2

Supposonsqu'il existeB () > O tel que B (x%x) > J (x%; 8x;x°2 RN
Alors :

.I.

Ortega

P (x;x) = 3 (x), ,
rQiOnJJB(xo;x) 6 J (x), B (ix)
argminJ5 (x%x)=x B 1(x)rdJ (x) \
x 0 - . //,
algaithme AMQ :
Xk+1 = Xk B 1(xk)rJ (Xk)

Xk  Xk+1

Boy= 2H'H + V'V; V = [vijiijve]
Ber(X) = 2H'H + V'L(x)V; L(x)= Diag Ivix)=vix
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J Bref historigque

Approche markovienneen restaurationd'image

PN A~ rmm o~ O Nk~ -

[Gemanet Reynolds1992 Gemanet Yang 1995 Chabonniere

AlgaithmesSQ: ARTUR/ GR,LEGEND/ GY

~—

~~ll 100
coll. 1997

dan . 1 00
uber 1981

€O
1

Regressionmobuste [Beatonet Tukey 1974 Byrd et Payne 197

min (yo hix) ;  moindrescaresreponderes: IRLS,RSD

Casnondi erentiables
N

| Problemede Fermat-Weber: min Kyn Xk, [Weiszfeld1937
X n=1

| Dictionnaireset parcimonie: n](in kz HW xk*+ kxkp; po6 1
03 ; voir aussiFuchs[2007]

CD

FOCUSS[Gaodnitsky et Ra01997, Raoet coll. 2

IRLS ARTUR / GR FOCUSS = Weiszfeld

RSD = LEGEND /GY
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J Applicabilit e en restauration d'image
B(Xx)=Bgy=2H'H+ V'V ou B(x)=Bgr(x)=2H'H+ VIL(X)V
Xk+1 = Xk B 1(xk)rJ (Xk)

X Saufcasparticulier, le co(t par iteration explosequandN crat !

(CZ
C
C

et
(preconditionre) : SQ+GC

Algorithme GC non lineaire(preconditionre) + SQ scalaire: GCNL+SQ1D

.. mais SQ+GC et GCNL+SQ1Dne sont pasdesalgaithmes AMQ
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Variante 1 : SQ+GC

Xk+1 = X+ dg
de = uy, (Xk)

ou u, (x) estla solutionapres| iterationsde GC(P) appligueesa
B(X)u=rJ (x)

Jd Principe

Jd Questions ouvertes

kresidu, Kk .

g." =10 87
kresiduk ° &9 =10

Commentchoisirl ¢ ? Tel que

Convergence?

8l > 1, lim 1 (x¥) = 0 [Labatet Idier 2007
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J Probleme simule (bateau de péche)

GR+GC GR+GCP (transformee en cosinus)

600

500

400

w

o

o
T

temps (S)

200

100}

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1 5 10 15 20 25 30
sous-iterations | i sous-iterations |

"=10 % =) Iy 2[60;,100] "=10 ° =) Iy 2 [20,30]
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Variante 2 : GCNL+SQ1D

d« = M ') (xk)+ «dg 1
Xk+1 = Xk +  dg
M > 0 : matrice de preconditionnement

Jd Principe

J Stategies de pas

1. Pasconstant ¢ = : pasde garantie de convergence
2. Recherchale pasclassique dichotomie,interpolation, ... + conditionsde Wolfe
3. Minimisationdef ( ) = J (xx + dg) (Ik sous-ierations)[Fessleret Booth 1999
Commentchoisirl ? 1 = 57
Convergence?

8l > 1; Iil[nllinf rJ (x¥) = 0 (Polak-Ribere,...) [Labatet Idier 2009
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J Probleme simule (bateau de péche)

e P A S Meilleur CG+W olfe

160 7

1401 CG+GR1D ]

1201 .

BN
o
o
T
!

PCG+GR1D
(transformee en cosinus)

e}
(@)
T

temps (s)

(o))
o

e e T T e e - IMeilleur PCG+W olfe

D
(@)
T
!

N
o
T
!

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sous-iterations |
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J Bilan comparatif

preconditionnement

non oul
GR+GC 194,3s 87,9s
CG+GR1D 110,7s 46,9s
CG+Wolfe 175,5s 53,3s
SQ exact >2000s
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Conclusions

J Adaptation des algorithmes SQ aux problemes de grande taille

| Algarithmesde Newtoninexacttronque
| Algorithmesde gradientconjugle sansrecherchede pas

Pas d'algarithme embd'te : simplicite + faible colt par iteration+ convergence

J Typologie d'algorithmes de minimisation par approximation majorante

GCNL+SQID SQ+GC

\ GCNL+AM1D

TwIST, SpaRSA,...

AM

EM :
AMQ
AMS :
IT :

approximation majorante
[Langeet coll. 2000 Vaida 2005
= minimize-maximize
= Iiterative majorization
= optimization transfer
expectation maximization
AM quadratique
AM sepaable
iterative thresholding
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J GCNL+AM1D : Criteres a barriere logarithmique

Tomographiepar emissionde positons
Penalisationpar maximumd'entropie
Algarithmesde points interieurs(contraintesinegalites,non di erentiabiliie)

-
b o mm mm mm mm mm omm Em mm Em Em Em o o o o Em o o o

Xk Xk+1
,  GCNL+ recherchade paspar AM non guadratiquede type
h(; o)=po+pr +p2 2 palog )

PRy ey |

N . I NHNNO -
cnouzenou»et COll. £ZuV9vq4qb
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| Generalites

II. Deconvolution de train d'impulsions

IIl. Restauration d'image et optimisation

V. Problemes aveugles, methodes autodidactes

Obstacle informationnel, obstacle technigue

Methodes de Monte-Carlo par cha‘ne de Markov (MCMC)

Application : deconvolution aveugle et autodidacte de train d'impulsions
Echantillonnage inspire par l'optimisation

Bibliographie
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Introduction

l.e., l'operateurH du problemedirect contient desinconnues
e.g., la deconvolutionaveugle: h estinconnu

J Problemes aveugles

J Problemes autodidactes

On souhaiteun reglageautomatiquedeshyperpaametres
e.g., du parametre de regulaisation

J Deux obstacles

Obstacle®informationnel : Y a-t-il un espoir de solution exploitable?
Obstacle®technique : Commentcalculercette solution?
simulation bayesienne (methodes MCMC)
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Obstacleinformationnel: exempleen deconvolutionaveugle

Il existeunein nit e de solutionsequivalentes

Retads, changementd'echelle
Dephasages
Contenufrequentiel

X#AAAVAYV h A _)/Z/\\/\A
hi ?X A hy A _)z
h?XQ A _)Z
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Obstacletechnique: guel estimateurcalculer?

J Diverses approches non bayesiennes
l.e., exploitentseulementa statistiquede p(z jx;h; )

Adequationaux donrees: trouver tel quekz Hxb k=N 2
(tendancesous-egulaisante)

courbeenL

validation croiee

minimum descriptionlength (MDL), Akaike information criterion (AIC), ...
estimateurde Stein
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Jd MAP joint
Maximiserp(x;h; jz) pa rapport a(x;h; )

Extensionsimplede la minimisationde critere penali®, e.g.,

argminkz  h2xk*+ 4 «(X)+ n n(h)
X :h

Biais asymptotique,voire degenescence
[Little et Rubin 1983 Gassiatet coll. 1997

Parfois fonctionnel...
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Zx = hey ?x+ b k=1;:::;K

avech, = h( g)et (= + , k connus, inconnu

Moindrescaresconjoints

(0;P) = min  kzx hy, ?2xk®+ KFxKk
X, k

Propriete: SiK > 1, taille(x)! 1, ! 0etdeshypotheses®minimales
alars P est asymptotiqguement sans biais!

(b est un estimateura minimum de contraste|[ldier et coll. 20093)

h = |TF(A exp(i )j2, fonction non lineairede !
A : fonction d'ouverturede la pupille
. parametresde la phaseaberrante
k . parametresde defocalisation
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J Estimateurs marginaux

R
ConstruireR et b a patir dep(h; jz)= p(x;h; jz)dx
. EM, SEM, variational BayesEM
(rapport nb de donrees/nb d'inconnuesfavaable),

puis estimerx sachantz, R et b

RR
Construirek a partir dep(xjz) = p(x;h; jz)dhd
(i.e., integrerles parametresde nuisancenhars du probleme)
,  Methodesde Monte-Calo par ch&ne de Markov (MCMC)
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MethodesMCMC



- IV. Problemesaveugles, methodes autodidactes| | 80/97

Methodesde Monte-Calo par ch&ne de Markov (MCMC) [Liu 2001]

Ellespermettent le calcul d'estimateursmarginauxtels que I'esperancea posteriai

R R
E[xjz]= xp(xjz)dx = xp(x;h; jz)dxdhd

1) Choisirxg, hg, o arbitrairement;

2) pourk=1;:::; K,
{ tirer au hasad x ¥ selonp(x jh& D; & D-zy 7 pix;hk 1. kD)
{ tirer au hasad h®® selonp(h jx®); (& D2y p(x®;h; & Djz)
{ tirer au hasad %) selonp( jx®);h®:z)/ p(x®;h®); jz)

1 K
3) Calculerb = =  x)
K k=1

La suite aleatoire(Xo; ho; o); (X1;h1; 1); ::: estunechdne de Markov

K
Aspect®Monte-Calo ™ : onapprocheE[f (x;h; jz)] parKi f(x () pD, (K
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Sif X (9 gy unech@nede Markov homogene®ergadique (irreductiblerecurrente
positive de periode 1) dont le noyau de transition' veri e la conditiond'equililre

C(xOx)p(x) =" (xjx) p(x9) (CE)
alars la densie de probabilite de X (1 ) estp.

J Convergence en loi

J Loi des grands nombres

1 K
: 2 . . (k)y —
S Ep f <1 . K||!1||| _K - f (X ) - Ep f p.S.

J Princip e de l'augmentation de donélees

< W p(jz)
X® p(xjz) = px; jz)d:

Z .
Zp(x, jz)dx

fx &, Mg px; jz) =)
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Echantillonneurgde Gibbset de Metropolis-Hastings

On souhaitegenrerer des echantillonsde p(x), x = (X1; :::; Xn) €n enchéanant des
®mouvements satisfaisantla condition d'equilibre (CE)

~~

J Echantillonneur de Gibbs [Gemanet Geman1984

e
Pourn=1; :::; N; tirer X, au hasad suivantp(Xn | X1; :::; Xn 1;Xn+1 :::)

J Echantillonneur de Metrop olis-Hastings [Hastings197(
@ Con guration courante: x
(@ Proposerx® par echantill?]nnagej'un nw%u de proposition g(x °j x)

0 — mi p(x9) a(x jx% .
@ P(x"remplacex) = min 1; 500 a0 X))

retour en (©) pour l'it eration suivante

Casparticuliers classiques
| x%= x + perturbation (marche aleatoire)
| Echantillonneurde Gibbs
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Quantites calculablegpar MCMC

J Estimateurs a coBt bayesien separable
SIC(X;X )=, Ci(Xn;X,), alos

K

min E[c, (kn (2); X, )] min 1 Cn (R (2); x{9)
) n By K k=1

mkin E[C(h(z);x )] =
n
a minimisercomposantepa composanteanalytiguement(EAP)

ou numeriguement(MAPM)

estimateur C(x;x ) sepaabilite
MAP (X X)) non
EAP kx X k° (risque quadratique)
MAP marginal m (Xm Xqg)
ELMQ kx x k° souscontrainte de lineaite




- IV. Problemesaveugles, methodes autodidactes| | 84/97

J Covariance a posteriori (barres d'erreur, etc)

K

im L () K) gt — -
KIl!gn m k:1(x %) (X k)" = Cov(xjz)

J Calcul d'evidences (choiﬁ de modeles)

p(zjM )= p(z;x;h; )dxdhd [Chib 1995

Sila loi instantareede f X (K)g est pr (X j ), avecT (k) & O et
or(xjz)/ (p(xjz)¥" ; alas : im pr(xjz) = jpme(x)

e e M M

P4(X) P2(X) p(x) P1=2(X) P1=5(X)
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Application:

deconvolutiomveugleet autodidactede train d'impulsions
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Modele a priori

X = (g;r) modele Bernoulli-gaussienparametres: , 2
h a priori gaussiercentre ® non informatif , parametre :
= (; 2 ¢, £):apriori conjuglesnon informatifs

Echantillonneurde Gibbs

o (X1 i xms hy 5 58 6
Estimation
t"MAP (vote majaritaire composantepar composante)

bn = 0Sin = 0, by = ri= g sinon
hEAP
EAP
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Resultatstypiques(K = 1000
0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.2 ‘ ‘ 0.2 ‘ ‘
o ° o °
0.1 { ¢ { o1 { 01 o *
oeTf.JT- i O?T?.J9 il . |70J9 T'l
p 1T LT SN
0.1/ e 0.1/ 0.1/ :
0.2} ® .* 0.2} .* 0.2 | ® .*
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 50

Repoductibilite imparfaite...

10

15

20

15

20
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Trois typesde problemes

J Probleme 1 : ® Piegage [Labat 2006 Geet coll. 2009

| Raete destransitionsdetype (h;x)! (retard ?h;retard * ?x)
| Raete destransitionsdetype x;! X»

0.6 ‘
°
0.4}
X1
0.2 . :
J X1
0

K02 k01 kO  kO+1 kO+2

Analogieavecle problemedessolutionslocalesen minimisation

PN

, Labat[20049, Geet coll. [200] : ajout de mouvementsspeci ques
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Jd Probleme 2 : De nition des estimateurs
| p(x;r;h; jz)=p(qg; r; h; jz) =) E[hjz]=0"
| p(retard ?x;retard *?h; jz) p(x;h; jz)

Problemesvoisinsde I'®echanged'etiquettes  (label switching dansle casdes
melangesde population [Stephens200Q)
A resoudrepar tri desechantillonssuivantun critere de similaite [Labat 2004
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Jd Probleme 3 : Lenteur d'evolution
Evolutionde I'echelle,i.e., explaation descon gurations (sh; x=s) enfonctionde s

,  Veit et coll. [2009 : ajout de mouvementsspeci ques

Gibbs (Nb_it =50)

T T T

25} 25}

2t 2
15p o 150 (1

~— i
X x
X
1t ~ 1
X
05F e 2% O - 05F
X
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
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Probleme3 : Lenteurd'evolution

. Echantillonnagdanspire par I'optimisation

Gibbs/ Gauss-SeidgINb_it =50)

1.5

X2

0.5f

0.5 1 1.5
x1

X2

2,

1.5

0.5f

\

x1

,  Echantillonneurexploitantla structure localede I'energie(gradient, Hessien}
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J Echantillonneur de Langevin-Hastings [Neal 1993 Besag200]]
Di usion de Langevin
P _
dx(t) = rJ (x(t))dt+ 2dw(t)

avecp(x) / exp(J (x)); w(t) processudrownienvectaiel
Propriete : X convergeenloi versp

Echantillonneurde Langevin-Hastings

= Echantillonneurde Metropolis-Hastingsavecloi de proposition
obtenuepar di usion de Langevindiscretisee:

x°=x 1 (x)+zp2_; z N(O:1)

= Descentede gradienta pas xe ®perturbee
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Langevin-Hastings gradient
(Nb_it =50) (pas xe, Nb it =50)
2 2
3 N

1.5¢ T 1.5¢

1 1
0.5} 1 0.5}

05 1 15 2 05 1 15 2

x1 x1
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Versionpreconditionree?

= Versionde baseapresun changementle variabley = Px
(typiquement,PPt (r 2J) 1)

P—
x°=x PP ' xX)+P 'z 2: z N(OI

Cholesky((r 2J) 1) sir 2J >0
diag (diag ((r 23 ) 1)) sinon

Par exemple: P =

Zonea hessien =
positif (en magenta)

1
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Langevin-Hastingspreconditionre gradient preconditionre
(Nb_it =50) (pas xe, Nb it =50)
2 2
1.5} 1 1.5}
) ) v!-.xi
0.5} 1 0.5}
05 1 15 2 05 1 15 2

x1 x1
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3 T 3 T T T
Gibbs Langevin-Hastings
2.5r b 2.5r
2 2
<15
1 L
0.5F
O Il Il Il O Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500
iterations iterations

Trajectoirede x;

2000
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Perspective: echantillonnageale vecteursgaussiens
Alternative classique:
Echantillonnagesxact par factorisation LU de la covaiance
Echantillonneurde Gibbs

Perspective :
Echantillonneurde Langevin-Hastinggreconditionre (par LU tronque?)
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Lemmed'inversionde matrice

SoitA (N N);B(N M):C(M M):D (M N).

Sousreserved'inversibilite,
(A+BCcD) '=A ' A B(C '+DA B) DA !
Carolaires
D(A+BCD) '=cCc c '+DA 'B) DA 1
CD(A+BCD) '=(C *+DA B) 'DA !
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Matrices de convolution2D

J Convolution 2D et ordre lexicographique

SoitY = h ~ X pour la convolution2D : Y-, = Np:ig X° pic g
P 9

Remaque 1 : plusieurshypothesesde bord possibles
Remaque 2 : convention® matricielle (origine en haut a gauche)

J Ordre lexicographique

2 . 3
ligne 1 en colonne

§ ligne 2 en colonne Z

Soit lex(X) = 2RC lgiX 2R C

ligneL encolonne
AlorsY = h~ X s'ecritaussiy = Hx avecy = lex(Y ) et x = lex(X)

{ TaledeH :N M avecM = LC etN delordredelLC !
{ Structure?
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J Matrices Toeplitz-blo c-Toeplitz
2 3 2 3

= Do Hl Ho Hi ::: avecH , =

22 hp 1 hpo hpa
H 1 Ho Hy :::

Np; 1 Npo hpz 22

{ Hp : matrice de Toeplitz descoe cients descontributions
delaligne” + p delimage X alaligne delimageh ~ X

{ H : matrice Toeplitz-blo c-Toeplitz (Toeplitz par bloc, a blocs Toeplitz)

Casparticuliers :
{ convolutioncirculaire: H matrice circulante-blo c-circulante,

diagonalisablelansla basede Fourier 2D
{ h symetrique et convolutionmiroir + circulaire:
H diagonalisablear transfameeen cosinus2D
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Algarithmes preconditionres

Carespond a l'algorithme de baseapresun changementde variable inversible
y = P'x

Exemple: gradientconjugle, forme de Polak-Ribere preconditionree

Pk = 8(M O Il (xM (preconditionnement) (1)
2 0 sik=20
= 0 x ok n 2
L 0 Il BT 2)
(rJ (x* 1)) pk 1
dq = px+ «kdk 1 (3)
Xkse1 = Xk +  rdy (mise a jour) (4)

(M = Pklpkt)



