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Mots-Clés

Résolution de problemes inverses a I'aide de transformées
redondantes et de techniques d’optimisation convexe .

restauration /reconstruction d'image
minimisation de critéres convexes : algorithmes proximaux
a priori sur les coefficients de transformées redondantes

régularisation a I'’Analyse / régularisation a la Synthese
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Probleme inverse

y €R: Hy € RM zeRM
image originale image dégradée

Modele de dégradation

z = Dy(Hy)

.
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Les trames

yER et x e RN (K > L)
F opérateur d’analyse de trame de Rl vers RK
F* opérateur de synthése de trame
Condition de Trame : uld < F* o F < 7ild ob (, i) € (R%)?

Union de bases orthogonales
00000
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Régularisation a I'Analyse (AA)/ a la Syntheése (SA)
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Régularisation a I'Analyse (AA)/ a la Synthese (SA)

BAYES

AA SA
p(ylz) o< p(zly)p(y) p(x|z) oc p(z|F*x)p(x)
> p(zly) o exp (—d(Hy, 2)) > p(z|F*x) o exp (—d(HF" x, 2))
ﬂ P p(y) o exp (—r(Fy)) P p(x) o exp (—r(x)) (we)
> - A | =
<C y = argminy, Jaa Yy = F* argming Jsa m
oM Tan = d(Hy, z) + r(Fy) Tsa = d(HF*x,2) + r(x) wn

BAYES
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Régularisation a I'Analyse (AA)/ a la Synthese (SA)

BAYES

AA SA
p(y1z) o< p(z|y)p(y) p(x|z) oc p(z|F*x)p(x)

> p(zly) o exp (—d(Hy, 2)) > p(z| F*x) o exp (—d(HF* x, 2))
ﬂ > p(y) o< exp (—r(Fy)) > p(x) o exp (—r(x)) w
> - A | =
< Yy = argminy, Jaa Y = F*argminy Jsa m
o Tan = d(Hy, z) + r(Fy) Tsa = d(HF"x, 2) + r(x) wn

Exemple Exemple
> d(Hy,z) = 527 [IHy — 2| > d(HF*x,2) = 57 || HF*x—2||?
> (Fy) = lFlp > r(x) = klxlp

BAYES
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BAYES

AA | SA
y = argminy, Jaa y = F* argminy Jsa
Jaa =d(Hy,z) + r(Fy) | Jsa=d(HF"x,z) + r(x)

4

BAYES
REFNVS

* Equivalence entre les deux approches
quand la trame est une base orthogonale
* Comparaison des deux approches

[ Elad et al. (2007), Carlavan et al. (2009)]
BAYES
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1 A MAN

Solution au probléeme de minimisation

AA | SA
y = argmin, Jaa y = F* argminy Jsa
Taa= d(Hy,2) +1(Fy) | Ton = d(HF*x,2) + ()
—— N —_————
1) (2 1) (2

Critére d'optimalité :
> (1) : partie convexe et différentiable de gradient 3-Lipschitz
(AA : B = a||H|]? et SA : B = | HF*|]?)

» Soit f(.) = d(., z) une fonction de gradient a-Lipschitz
> Soit fg = fo Ho F*, alors Vfg = FH*(Vf(HF*.)) et

(Vixa, %) € (R?)  [[Vs(xa) = Vis(e)ll < alHF* P [l — x|

. B
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1 A MAN

Solution au probléeme de minimisation

AA | SA
y = argmin, Jaa y = F* argminy Jsa
Taa= d(Hy,2) +1(Fy) | Ton = d(HF"x,2) + ()
—_——— —— —_————
(1) (2) (1) (2)

Critére d'optimalité :
> (1) : partie convexe et différentiable de gradient 3-Lipschitz
(AA : B = H||? et SA : B = | HF*||?)
> (2) : partie convexe non nécessairement différentiable
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Solution au probleme de minimisation

AA | SA
y = argmin, Jaa y = F* argminy Jsa
Jaa = d(Hy,z)+r(Fy) | Jsa = d(HF"x,2) +r(x)
—_—— —— —_———— =~
1) @) (1) (2

Critére d'optimalité :

> (1) : partie convexe et différentiable de gradient S-Lipschitz
(AA : 8= qflH|? et SA : 8 = a||HF*||?)
> (2) : partie convexe non nécessairement différentiable

= Difficile d'utiliser des algorithmes classiques d’optimisation

= Algorithmes itératifs d'optimisation convexe mettant en ceuvre les
opérateurs proximaux [Daubechies et al. (2004), Combettes et Wajs (2005),
Chaux et al. (2007), Combettes et Pesquet (2007), Bauschke et Combettes
(2008), Combettes et Pesquet (2008)]
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L 'opérateur proximal

Définition [Moreau (1965)]

& lo(H) : classe des fonctions propres semi-continues inférieurement de |'espace

séparable de Hilbert H vers | — 0o, +00]
*V/x € H, la fonction y — f(y)+||x—y]||?/2 ol f € T'o(*H) atteind son minimum

en un point unique noté prox,x.

. 1
(Vx € H), prox,x = arg min f(y) + = ||y — x|*
YEH 2
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L 'opérateur proximal

Définition [Moreau (1965)]

& lo(H) : classe des fonctions propres semi-continues inférieurement de |'espace

séparable de Hilbert H vers | — 0o, +00]
*V/x € H, la fonction y — f(y)+||x—y]||?/2 ol f € T'o(*H) atteind son minimum
en un point unique noté prox,x.

. 1
(Vx € H), prox,x = arg min f(y) + = ||y — x|*
YEH 2

Exemples :
> Sif=1c=> prox, = Pc ou Pc¢ représente la projection sur un convexe
fermé C.
» Si f =|.|1 = prox |, correspond a un seuillage doux

» Si f = w|.|, = Forme explicite
e e
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]

AA SA
y = argmin, fa(y) + r(Fy) y = F*argming[fs(x) + r(x)]
avec fa(y) = d(Hy, z) fs(x) = d(HF*x, z)

.
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]

AA SA

y = argminy fa(y) + r(Fy) y = Frargminy[fs(x) + r(x)]
avec fa(y) = d(Hy, z) fs(x) = d(HF*x, z)
1: Choisir yp € Rt 1: Choisir xg € R¥

.
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]

AA SA
y = argminy fa(y) + r(Fy) y = Frargmin,[fs(x) + r(x)]
avec fa(y) = d(Hy, z) fs(x) = d(HF*x, z)
1: Choisir yp € Rt 1: Choisir xg € R¥
2: for n € N do 2: for n € N do
3:  Soit v, €]0,2/(c||H|[?)[ 3 Soit v, €]0,2/ (|| HF*||?)]
4:  Soit A\, €]0,1] 4:  Soit A, €]0,1]
8: end for 8: end for

. B
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]

AA SA
y = argminy fa(y) + r(Fy) y = F*argmin,[fs(x) + r(x)]
avec fa(y) = d(Hy, z) fs(x) = d(HF*x, z)
1: Choisir yp € R 1: Choisir xp € R¥
2: for n € N do 2: for n € N do
3: Soit vp €]0,2/(a [|H|I?)[ 3: Soit va €]0,2/(a |HF*|]?)]
4:  Soit A\, €]0,1] 4:  Soit A\, €]0,1]
5: Yol =¥n — YV ia(yn) 5: X1 = xn — YnVfs(xn)
6: Pn = prox'ynrOF(y,H_%) 6: Pn = pl"OX,W,nr(X,H_%)
7 Ynr1 = Yn+ An (Pn - Yn) 7 Xpt1 = Xn + An (Pn - Xn)
8: end for 8: end for
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]
AA SA

y = argminy fa(y) + r(Fy)
avec fa(y) = d(Hy, z)

y = F*argmin,[fs(x) + r(x)]

fs(x) = d(HF*x, z)

© OoN > Ghwh

Choisir yo € Rt
for n € N do
Soit v, €]0,2/( [|H]*)]
Soit A, €]0,1]
Vo = Yn— S Fa(30)
Pn = proxf\/,,roF(yn-#%)
Yo+l = Yn+ An (Pn - YH)
end for

Aprés convergence, on a y = Ypi1.

O oN gk E

Choisir xg € R¥
for n € N do
Soit yn €]0,2/(cx [[HF*[|*)]
Soit An €]0, 1]
Xpp 1 = Xn = YV fs(xn)
Pn = prOX'ynr(X,H_%)
Xpt1 = Xn + An (Pn - Xn)
end for

Aprés convergence, on a'y = F*xpy1.
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Algorithme forward-backward
[Daubechies et al.(2004), Combettes et Wajs (2005)]

0000 00000

AA

SA

y = argminy fa(y) + r(Fy)
avec fa(y) = d(Hy, z)

y = F*argmin,[fs(x) + r(x)]
fs(x) = d(HF"x, 2)

Choisir yg € Rt

for n € N do
Soit vn €]0,2/( [|H]|*)]
Soit A, €]0,1]
Yntl =¥n— YnVEA(yn)
Pn = prox'y,,rOF(y,H_%)

Yntl = Yn+ An (Pn - )/n)
end for

© OoN > Ghwh

Aprés convergence, on a y = Ypi1.

O oN g E

Choisir xg € R¥
for n € N do
Soit yn €]0,2/(al|HF*||*)[
Soit An €]0, 1]
Xppl = Xn = YV fs(xn)
Pn = prOX'ynr(X,H_%)
Xp4l = Xn + An (Pn - Xn)
end for

Aprés convergence, on a’y = F*xpy1.
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Calcul de ||HF*||? : Algorithme

» Le calcul de ||[HF*||> n'est pas toujours explicite, on propose donc un
algorithme itératif permettant de calculer cette norme.

» L'algorithme est basé sur le raisonnement suivant :

» Soit B = HF*

.
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Calcul de ||HF*||? : Algorithme

» Le calcul de ||[HF*||> n'est pas toujours explicite, on propose donc un
algorithme itératif permettant de calculer cette norme.

» L'algorithme est basé sur le raisonnement suivant :
» Soit B = HF*
» On effectue une décomposition en valeurs propres de B* B,
telle que B*B = UAU* ou A = diag{A1,..., Ak} et
U = [ug,...,ux] € REXK est une matrice orthogonale.

.
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Calcul de ||HF*||? : Algorithme

» Le calcul de ||[HF*||> n'est pas toujours explicite, on propose donc un
algorithme itératif permettant de calculer cette norme.

» L'algorithme est basé sur le raisonnement suivant :
» Soit B = HF*
» On effectue une décomposition en valeurs propres de B* B,
telle que B*B = UAU* ou A = diag{A1,..., Ak} et
U = [ug,...,ux] € REXK est une matrice orthogonale.
» On sait que ||[HF*||> = \;, avec ip € arg maxi<x<k A«-

.
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Calcul de ||HF*||? : Algorithme

> Le calcul de ||HF*||*> n’est pas toujours explicite, on propose donc un
algorithme itératif permettant de calculer cette norme.

» L’'algorithme est basé sur le raisonnement suivant :

Soit B = HF*

On effectue une décomposition en valeurs propres de B*B,
telle que B*B = UAU* ou A = diag{A1,..., Ak} et

U = [ug,...,ux] € REXK est une matrice orthogonale.

On sait que ||[HF*||> = \;, avec ip € arg maxi<k<k A«-

On peut montrer que

1Bl

— ). — * (12
n—-+o00 ||Bn—1X0||2 )\’0 ||HF ||

. B
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Calcul de ||HF*||? : Algorithme

18" |? .
= X, = [HF*|]?

>
im ——————
I
Algorithme
Choisir aléatoirement xp € R¥, et soit pgp =e¢+1, n=1et p, =1

while 7"’"‘;’"*1' <edo
B*Bx,_1 ol B = HF*

Soit X, =
Soit pn = T)“(:—ilh
end while

N 2
Apres convergence, on a ||HF*||* = p,
.
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Régularisation AA/SA Algorithme forward-backward Résultats Union de bases orthogonales
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Calcul de prox,,r : Forme explicite

y = argminy fa(y) + r(Fy)
avec f4(y) = d(Hy, 2)

y = F*argmin,[fs(x) + r(x)]
fs(x) = d(HF*x, z)

© OoN TR

Choisir yo € Rt
for n € N do
Soit v, €]0,2/( [|H]|*)]
Soit An €]0, 1]
yn+% =Yn— 'anfA(yﬂ)
Pn = prox%,op(y,,%)
Yoss = v+ An(on— )
end for

Aprés convergence, on a Yy = Ypi1.

© oN o TARONME

Choisir xo € R
for n € N do
Soit yn €]0,2/(al|HF*||?)[
Soit Ap €]0,1]
Xppl = Xn— YV fs(xn)
Pn = pI‘OX,Yn,(X,H_%)
Xpn+1 = Xn + An (Pn — Xn)
end for

Aprés convergence, on a’y = F*xpy1.
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1 A MAN

Calcul de prox,,r : Forme explicite

Proposition [Combettes et Pesquet 2007]

Soit G un espace d'Hilbert, soit ¢ € o(G), et T: H — G un
opérateur linéaire borné. Supposons que la composition de T et T*
satisfasse T o T* = xId, pour x €]0,+oc[. Alors oo T € [o(H) et

*

T
prox ,r = Id + ~ o (prox,, —Id)o T.

Dans notre application :

» Sipo=r, T =F et x =1 (base orthogonale) — ok
» Sip=r, T =F*et x=p (trame ajustée) — ok
» Sio=r, T =F méme si la trame est ajustée, la proposition
n'est pas applicable.
. B
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Calcul de prox,.r : Algorithme de décomposition
Dual-Primal

» Par définition de I'opérateur proximal, on peut écrire :

1
prox,.(y) =| min =||p — y||* + r(Fp) (1)
pERL 2

» Le probléme dual associé a I'équation (1) est :

1
min =|ly — F*v||? + r*(v 2
min 2y — Fv| + (1) @)

. B
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Calcul de prox,.r : Algorithme de décomposition
Dual-Primal

> Définition : prox,or(y) = min,cpe 3llp — y|I> + r(Fp)

» Dualisation : min g« 2||y F*v|?2 + r*(v)

Algorithme de décomposition Dual-Primal[Combettes et al. 2009]

e

Choisir € €]0, min{1, 1/}[ et soit vy € R

2: for n € N do

3: pn=y— F*vy

4:  Soit vn € [6,2/t — €] et A\ € [e,1]

5. Vpp1 = Vo + An(VaFpn — vnprox$,(% + Fpn))

6: end for
—

Convergence [Combettes et al. 2009]

La suite (vn)nen converge vers une solution v du probléme dual, et prox,.g(y) =

y— F*v.
—
.
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Comparaison AA vs. SA : résultats

» Problématique : restauration d’'une image dégradée par un flou uniforme
et un bruit additif Gaussien

» Critéres a minimiser :

- 1
» AA: y:argmlnyT‘z||Hy—z||2+/$|Fy|1.

~ o1
» SA:y=F*arg mlnX[T‘ZHHF*X — z|? + &|x1].
» Algorithme :

> AA : forward-backward (8 = % ||H||*) avec boucle interne de
I'algorithme de décomposition Dual-Primal pour calculer prox, g |,

> SA : forward-backward (8 = %||[HF*|]?)

> Choix de la trame : Ondelettes non décimées ou GenLOT [Gauthier et al.

(2000)]
. B
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Comparaison AA vs. SA : résultats

SNR = 16.60 dB

Image originale Image dégradée

Image restaurée avec AA  Image restaurée avec SA
SNR = 19.23 dB SNR = 19.03 dB
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Comparaison AA vs. SA : résultats

SNR = 17.47 dB

Image originale Image dégradée

Image restaurée avec AA  Image restaurée avec SA
SNR = 19.92 dB SNR = 19.93 dB
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Comparaison AA vs. SA

» Suivant le type de trame et d'image considéré, une approche peut étre
meilleure que I'autre en SNR mais une regle générale ne peut étre établie.

» L'algorithme associé a SA reste néanmoins plus simple a implémenter
(pas de boucle interne).

.
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Comparaison AA vs. SA

» Suivant le type de trame et d'image considéré, une approche peut étre
meilleure que I'autre en SNR mais une régle générale ne peut étre établie.

» L’'algorithme associé a SA reste néanmoins plus simple a implémenter
(pas de boucle interne).

» Autre approche que I'algorithme de décomposition Dual-Primal dans le
cas d'union de bases orthogonales.

» Utilisation de I'algorithme PPRA [Combettes et Pesquet
(2008)]

» Algorithme permettant de minimiser une somme de J fonctions

» Nécessité la connaissance des opérateurs proximaux associés a
chacune des J fonctionnelles
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Algorithme Parallele PRoximal (PPRA)
Algorithme PPRA [Combettes et Pesquet (2008)]

1: Soit v € 10, +oo[
2: Soit (wj)i<j<s €]0,1]” telle que ZjJ=1 wj = 1.
3: Soit (UJ’0)1<J'§J € H) et & = Zle wjuj 0.
4: for n € N do
5: forj=1,...,J do
6: Pj,n = PrOX. /.. Uj.n
7:  end for
8:  pn=27wipjn
9. A €]0,2]
10: forj=1,...,Jdo
11: Uj,n+1 = Uj,n + An (2 Pn = &n — Pj,n)
12:  end for
13: Enr1 =&n+ >\n(Pn - gn)
14: end for
—

Convergence [Combettes et Pesquet (2008)]

Sous certaines hypothéses, la suite (£p),en converge vers le minimiseur de Ele f;.
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Algorithme Parallele PRoximal (PPRA)

» Dans le cas de la restauration d'une image dégradée par un bruit additif
Gaussien et un flou uniforme

- .1 2
y = argmin o |Hy — z|° + k|Fyls. (1)

o . oy 1
» Calcul de I'opérateur proximal associé a ﬁHH —z|]?
o

— ok [Combettes et Pesquet (2008)]

> Calcul de I'opérateur proximal associé a x|Fy|:
— forme explicite si F est associé a une base orthogonale.
— calcul itératif en passant par le dual.

— forme explicite dans le cas ou F correspond a une union de
1t bases orthogonales, dans ce cas k|Fy|1 = k> i, |Fiy|1 ol
F;" o F; = Id. Par conséquent on sait calculer les 1 opérateurs proximaux
associés a k|Fi.|1.
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Algorithme Paralléle PRoximal (PPRA) : vitesse de
convergence

Nombre d'itérations Temps CPU

FIGURE: Comparaison des temps de convergence pour AA et union de 2 bases.
FB(Algorithme de décomposition Dual-Primal) en rouge, PPRA(Algorithme de
décomposition Dual-Primal) en bleu et PPRA en noir
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Conclusion

» Possibilité de gérer les transformations redondantes a |'Analyse et a la
Syntheése avec les algorithmes proximaux

» Dans le cas ou le critére est composé d'un terme d'attache aux données
et d'un terme de régularisation :

» AA est plus pénalisante en temps de calcul sauf dans le cas ou
la trame considérée est une union de bases orthogonales.

» Pas de regle générale sur la performance qualitative d'une
approche par rapport a l'autre.

» Dans le cas ou le critére est composé de plus d’un terme de
régularisation : par exemple ¢1 + TV, I'approche SA sera limitée aux
trames ajustées contrairement a AA qui pourra gérer tout type de trames.
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Merci de votre attention

.
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